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Resumo 



Inicialmente, apresentamos a construgao de Umezawa e Takahashi para uma 
dinamica de campos termicos (DCT) e obtemos algumas grandezas estatisticas, tais 
como o mimero medio de particulas, entropia e energia livre de Helmholtz para sis- 
temas em equilfbrio termico. Com o objetivo de aplicarmos estes conceitos em uma 
teoria de cordas, quantizamos a corda bosonica classica (aberta e fechada) em um 
calibre manifestamente covariante e no calibre de cone de luz. Derivamos entao uma 
descrigao para a corda a temperatura finita no contexto da DCT. A entropia dos 
estados associados as equagoes de movimento da corda aberta com diferentes com- 
binagoes das condigSes de contorno de Neumann e Dirichlet sao dadas. Discutimos 
as trasformagoes, do espago do Fock e dos operadores, geradas por transformagoes 
unitarias de Bogoliubov mais gerais, cujos operadores formam uma algebra SU(1, 1). 
Neste contexto, obtivemos tambem a entropia da corda fechada. 

Palavras Chaves: Corda Bosonica e Temperatura Finita 
Areas do Conhecimento: Teoria de Campos 
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Abstract 



Initially, we present the Umezawa e Takahashi's construction for a Thermal 
Fields Dynamics (TFD) and we obtain some statistical quantities as the mean num- 
ber of particles, entropy and Helmholtz's free energy for systems in thermal equi- 
librium. With the objectiv of apply these concepts in a strings theory, we quantize 
the classical bosonic string (open and close) in manifestly covariant gauge and in 
the light-cone gauge. So, we derive a description for the strings at finite tempe- 
rature based on the TFD background. The entropy of the states associated with 
the moviment equations of the opened strings with different Neumann and Dirichlet 
boundary condictions are given, we discuss the Fock space transformations (and of 
the operators) generated by more general unitary Bogoliubov transformations, end 
even the entropy of the closed strings. 
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1 Introducao 



Nas ultimas decadas, um dos maiores problemas da fisica das altas energias foi 
encontrar uma descricao consistente para o mundo na escala subatomica. Para atin- 
girmos este objetivo, devemos tambem ser capazes de entender a gravidade tanto 
no mvel classico quanto no mVel quantico. Pode-se dizer que neste seculo as duas 
teorias que mais tiveram sucesso neste ambito foram a teoria quantica dos campos 
e a teoria da relatividade geral. No entanto, estas duas teorias nao convivem muito 
bem quando aplicadas ao mesmo dommio. Neste contexto, a teoria que contem o 
maior numero de caracteristicas desejaveis e a teoria de cordas. Esta e a teoria 
quantica na qual seus constituintes fundamentais sao objetos matematicos extensos, 
unidimensionais, descritos em um espago-tempo de dimens5es superiores. Esta teo- 
ria tern uma variedade de aplicagoes fundamentais em Fisica Teorica. Atualmente, a 
mais importante aplicagao da teoria de cordas e a unificagao de todas as forgas fun- 
damentais e particulas elementares em uma unica teoria. A ideia basica desta teoria 
e que toda a materia e formada por cordas minusculas, por exemplo, se um eletron 
e visto como um ponto de 10~ 13 cm, se magnificarmos a resolugao da escala para 
10~ 33 cm, entao iriamos verificar que ele e um objeto extenso como uma corda. A 
unificagao e feita de modo que todas as particulas sao formadas por um unico tipo de 
corda, e diferentes tipos de particulas sao somente excitag5es de um mesmo tipo de 
corda, ou seja, se excitarmos a corda, um modo de excitagao sera o eletron, o outro 
um foton, e assim por diante. Devemos ainda ressaltar que o modo correspondente 
a um estado de massa nula e spin 2 pode ser identificado com o graviton, e desta 
maneira garantimos que a teoria necessariamente contem a gravidade quantica. 

Para chegarmos nestes resultados, apresentaremos uma breve introdugao a teoria 
relativfstica da particula classica e, em seguida, obteremos a agao de Nambu-Goto 
para uma corda classica, cuja qual possui claramente uma interpretagao geometrica, 
e, a partir desta, deduziremos uma agao mais geral, a agao de Polyakov, e mostraremos 
que estas duas sao classicamente equivalentes. Analisaremos tambem as simetrias 
e invariancias da agao e obteremos o tensor energia-momento. Alem disso, obtere- 
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mos e resolveremos a equagao de movimento em urn dado calibre covariante e su- 
jeita a diferentes condigoes de contorno, cujas solugoes nos fornecem as amplitudes 
de vibragao da corda em termos dos coeficientes do oscilador a£. Escreveremos 
tambem os colchetes de Poisson para as variaveis dinamicas da corda e do centro de 
massa e para os aJJ. A algebra classica de Virassoro e os estados de massa para a 
corda serao tambem obtidos. Em seguida, quantizaremos a corda bosonica (aberta 
e fechada) e veremos como o conteudo de particulas aparece nesta teoria. A quan- 
tizagao (canonica) sera realizada tanto em urn calibre manifest amente covariante 
quanto em urn nao manifestamente covariante (cone de luz) sendo que este possui 
a vantagem de estar livre de estados de norma negativa. Verificaremos tambem que 
para a teoria ter certos aspectos desejaveis, a dimensao do espago-tempo no qual a 
corda esta imersa deve ser D = 26. 

Visando estudar alguns aspectos termodinamicos da teoria de cordas, iremos a- 
presentar no primeiro capitulo o formalismo de Umezawa e Takahashi [|l[], que con- 
siste basicamente na construgao de uma dinamica para campos termicos, na qual 
o vacuo depende da temperatura de tal forma que o valor esperado neste vacuo de 
uma variavel dinamica de um sistema seja igual a sua media estatistica no ensemble 
grand-canonico. Neste formalismo, os estados a temperatura finita sao mapeados no 
estado de vacuo a temperatura nula atraves de uma transformagao de Bogoliubov. 
O formalismo de Umezawa e essencialmente baseado em conceitos quanto-mecanicos 
e permite ser escrito no formalismo Lagrangeano, podendo ser aplicado em teorias 
de campos de forma mais abrangente. Em seguida, mostraremos como a dinamica 
de campos termicos pode ser implementada em uma teoria de campos qualquer 
partindo de certos axiomas. Iremos aplicar este formalismo para uma teoria de 
cordas bosonicas. Como iremos verificar, a construgao de uma teoria de cordas a 
temperatura finita via transformagoes de Bogoliubov conservam muitas das pro- 
priedades da teoria de cordas a temperatura nula. A temperatura sera introduzida 
atraves do mapeamento do vacuo e das solugoes das equagoes de movimento, as quais 
sao expandidas em termos dos coeficientes dos osciladores, a temperatura nula, nos 
respectivos vacuo e solugSes das equag5es de movimento a temperatura finita via 
tais transformagSes. Deste modo, podemos interpretar a corda termica como um 
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modelo de excitagoes de urn vacuo termico bosonico. Calcularemos a entropia do 
sistema que e dada pelo valor esperado de um operador definido como operador de 
entropia. Para cada um dos setores da corda, a entropia do vacuo termico deve ser 
calculada para cada uma das direg5es espago-temporais, sendo que, devido a sua 
extensividade, a entropia total e dada pela soma das entropias dos campos escalares 
em cada uma das diregoes. 

Analizaremos para a corda aberta, se as diferentes condigSes de contorno sob as 
quais as equag5es de movimento podem estar sujeitas interferem nas propriedades 
termodinamicas do sistema. Em geral, se um dado estado depende das condigoes de 
contorno, a entropia, que e calculada como a media do operador entropia neste es- 
tado, tambem depende. Uma vez que o estado de vacuo da corda bosonica depende 
de certa forma das condigoes de contorno impostas sobre as equagSes de movimento, 
desejamos olhar a entropia dos estados associados as solugSes gerais das equag5es 
de movimento com diferentes combinagSes das condig5es de contorno em suas ex- 
tremidades. Em resumo, construiremos uma dinamica de campos termicos para a 
corda bosonica aberta e calcularemos a entropia dos estados no calibre do cone de 
luz com dependencia explfcita das condigoes de contorno. Isto sera importante para 
a obtensao do vacuo termico em teoria de cordas e D-branas termicas no contexto 
da dinamica de campos termicos e no entendimento da entropia das D-branas (que 
e dada pelo valor medio do operador entropia para a corda bosonica no estado de 
D-brana termica) no limite perturbativo da teoria de cordas. 

Em seguida, introduziremos temperatura em uma teoria de cordas bosonica 
fechada de um modo um pouco diferente do usado para a corda aberta. Os es- 
tados de vacuo e os operadores serao construidos usando o mesmo formalismo da 
dinamica de campos termicos, mas diferindo da construgao anterior, pelo fato de que 
aqui os operadores que mapeiam objetos em T = em objetos a temperatura finita 
e uma combinagao linear de operadores que satisfazem a algebra SU (1, 1). Segundo 
||, [jj, podemos definir operadores de Bogoliubov para qualquer teoria, cujos quais 
formam uma representagao de osciladores do grupo SU (1,1) para bosons, e se todos 
estes operadores forem considerados, as transformagSes termicas podem ser geradas 
por uma combinagao linear destes geradores do SU(1, 1). Os coeficientes destes ge- 
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radores determinam se as transformagoes sao ou nao unitarias e se as caracteristicas 
basicas da dinamica de campos termicos sao satisfeitas pelos geradores. Uma vez 
constrmdo o sistema a temperatura finita, obteremos a entropia do sistema neste 
formalismo do mesmo modo ja citado acima. 
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2 Corda Bosonica 



2.1 Partfcula Classica Relativfstica 



Inicialmente, vamos descrever a agao de uma partfcula puntual classica rela- 
tivfstica. Este estudo servira para nos guiar na obtengao da agao para a corda 
bosonica classica. A partfcula esta se movendo em um espago-tempo de coorde- 
nadas (X°, X 1 , ■ ■ ■ , X 0-1 ), e sua trajetoria neste e chamada de linha-mundo. A 
metrica do espago-tempo usada e a de Minkowski com D — 1 autovalores negativos 
e um positive 

Sendo s M (r) a trajetoria classica da partfcula, na qual r e um parametro real 
que rotula os pontos ao longo da linha mundo no espago-tempo, entao, = 
d T x^ representa a velocidade da partfcula (vetor tangente). Sendo a linha-mundo 
parametrizada pelo tempo proprio da partfcula, ou seja, x^x^ = 1, entao, o momento 
da partfcula e dado por = mi' 1 , onde m e a massa de repouso da partfcula. Deste 
modo, p^p^j, = m 2 x >1 x fl = m 2 = p 2 , portanto 



p z - m z = 0. (1) 

Esta e a equagao de movimento de uma partfcula relativfstica que nos fornece um 
vinculo entre a massa de repouso e seu momento, e e conhecida com condigao de 
concha de massa. Agora, sere algum outro parametro que nao o tempo proprio, o 
momento da partfcula sera 



mx 



rl-i 



= "7==- (2) 

Pode-se verificar que p M dado pela eq.(§) satifaz a condigao de concha de massa, 

eq.©. 

Dada a agao 

S= r dTL(x»,x^T), (3) 



o momento p^ da partfcula e dado pela equagao p^ = — a qual, quando integrada, 
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result a em 

L = -p^, (4) 
onde /eo momento conjugado de x M . Substituindo a eq.(H) na eq.(ffl) obtemos 



L = — m^Jx^x^. (5) 
Desta forma a agao para uma particula relativfstica de massa m e 



T2 



S = —m J dr^x^x 11 , (6) 
n 



onde r e um parametro arbitrario da linha mundo. 

Qualquer parametrizagao da linha mundo e permitida, desde que, como vere- 
mos, a agao seja invariante por reparametrizagao (porque esta representa um objeto 
geometrico, ou seja, e proporcional ao comprimento invariante da linha mundo). 
Reparametrizando a eq.(j^) de r para r temos que: r — > r e x^(r) — > x M (r'). Por- 
tanto, diferenciando as coordenadas antigas (x^(r)) em relagao aos novos parametros 
(r ) obtemos 

e a diferencial de r' e 

dr = ^dr. (8) 
or 

Entao, uma nova agao (5*') escrita em termos dos novos parametros sera 



S = —m J dr ^Jx^ ' x'^, (9) 
que, por substituigao das equagSes (|7|) e (§) obtem-se 



/ dr / . dr . dr 
S =-m\ —drdx^x^ (10) 



ou seja 

rT2 



S = —m I drJx^xi 1 = S. 
n 



Logo, como vemos, a agao e invariante por reparametrizagao da linha mundo. 
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Em termos da metrica do espago-tempo o quadrado da distancia entre dois pontos 
vizinhos e 

ds 2 = g^dx^dx* '. (11) 
Entao, o integrando da agao (|6]) torna-se 



dryx^x^ = dry g ia/ dxf i dx v = \J g^ v dx^dx u = V ds 2 = ds. (12) 
Logo, ultilizando-se a eq. (|T2"|) , a agao (Q) pode ser escrita como: 

S = — m \ ds (13) 



ou seja, e o produto da massa de repouso pelo comprimento da linha mundo (como 
ja havfamos citado). 

A agao escrita na forma (^j) nao e muito util, pois nao pode ser usada para uma 
particula com massa nula e apresenta problemas quando tentamos quantizar a teoria, 
devido a presenga da raiz quadrada no integrando. Uma Lagrangeana alternativa 
que podemos usar para obter uma agao classicamente equivalente a agao (§) e a 
seguinte: 

L = -p^ + h(r)(p 2 -m 2 ) (14) 

onde temos a Lagrangeana dada pela eq.(f|), mais um vinculo dado pela eq.(|l|) vezes 
o multiplicador de Lagrange |e(r), onde e(r) e um campo ficticio. 

Devemos eliminar j/ 1 da eq.(|T4]) escrevendo-o em termos de x^ e e. Para isto, 
usaremos a equagao de movimento para p^. 

— = -x" + epV = 0, 

ou seja, 



e 



que, substituindo na eq.(14) obtem-se 

1 



L = — (e x 2 + em 2 ). 
2 
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Portanto a nova agao pode ser escrita como 

S = ~ J dr[e- x x 2 + em 2 ). (15) 

Agora, mostraremos que esta utima agao e classicamente equivalente a primeira. 
Das equag5es de Euler-Lagrange temos: 

6S__dL 

5e de 

^ = -h- e - 2 x 2 + m 2 ) =0 
de 2 

• 2 2 2 n 

x —me = U; 

e = . 

m 

Substituindo esta ultima equagao na eq. flTBD obtemos 




que e identica a primeira agao obtida, eq.(^), usando a lagrangeana (|). 

As ag5es (|[) e © sao chamadas respectivamente de agao de Nambu-Goto (NG) 
e Polyakov (PL), sendo que esta ultima nao apresenta os problemas da primeira e e 
mais geral. Quanticamente nao sabemos se as duas agoes sao equivalentes. 

2.2 Corda Bosonica Classica 

Para construfrmos a agao da corda classica, estenderemos a ideia de que a agao 
da particula classica e proporcional ao comprimento da linha mundo. Ou seja, a 
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Figure 1: Superficie de coordenadas a e r e descrita pelo campo X M (r, a) 

agao para uma corda classica deve ser proporcional da superficie descrita 

pela corda quando a mesma evolui no espago-tempo, a saber, 



onde a constante de proporcionalidade e menos a tensao da corda. Esta generalizagao 
da linha mundo e chamada folha mundo e esta ilustrada na fig. 2.1 abaixo. 

Se a e uma coordenada tipo espago que denota a posigao ao longo da corda 
e t uma coordenada tipo tempo que parametriza sua evolugao temporal, ambos 
definidos respectivamente nos intervalos < a < n e n < r < T2, entao X''(r, a) = 
X^cr ,^ 1 ) = X^{a a ) descreve matematicamente a folha mundo e nos fornece a 
posigao da corda para a e r especificos. 

Para maior clareza das expressoes, estamos convencionando, neste capftulo, que 
os indices gregos referem-se ao espago-tempo e variam de a D — 1, onde D e a 
dimensao do espago-tempo, e os indices latinos referem-se a folha mundo e assumem 
os valores e 1. Uma outra convengao usada e a das unidades nas quais h = c = 1. 
Nestas unidades, a tensao da corda possui unidade de [comprimento]~ 2 . 

Precisamos obter uma forma exphcita para a agao dada pela eq. flip]). Para 
isto, derivaremos uma expressao integral de uma superficie curva (folha 




(16) 
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mundo), dotada de uma metrica generica g a b(a a ) e imersa em urn espago-tempo 
D- dimensional com metrica G fJ , u (X). 

Dividindo a folha mundo em diversos paralelogramos infinitesimais (ver fig. 2.2) 
de lados dr e da, onde dr e da sao vetores tangentes as linhas de coordenadas 
constantes r e a respectivamente. A area do paralelogramo e dada por 

dA= \\drx cfa\\ = \\da° x da 1 ]] = \\da°\\ \\da l || sin 9 (17) 

onde 9 e o angulo entre da e da 1 . Usando a defmigao ||-B|| 2 = g a bB a B b , onde B e 
urn vetor arbitrario, e o fato da metrica ser urn tensor simetrico, podemos escrever 
a eq. ( |17D na forma 

dA 



Mas | go^gu - {g 01 ) 2 \= 
dA 

O sinal negativo na eq 
tipo tempo e a e do tipo espago. Isto nos leva a uma metrica (g a b) indeterminada 
na superffcie, cujo determinante e menor do que zero. Entao —g > 0. 

Usando o fato de que a folha mundo esta "imersa" no espago-tempo, podemos 
usar a metrica do espago-tempo {G^X)) para medirmos distancias na superffcie 
da folha mundo, ou seja, obtermos uma expressao para a metrica da folha mundo 
em termos da metrica e coordenadas do espago-tempo. Neste caso, chamamos esta 
metrica obtida folha mundo de metrica induzida e a representamos por h a b 

para a diferenciarmos da metrica generica g a b. 

Consideremos uma distancia ds no espago-tempo. Em termos da metrica do 
espago-tempo, o quadrado da distancia entre dois pontos vizinhos X M e + dX^ 



= \J\\da°\\ 2 \\da 1 \\ 2 (l-cos 2 9) 
= ^ll^ !! 2 !!^ 1 !! 2 - (II^IHI^IIcos 2 ^) 2 
= Vll^ !! 2 !!^ 1 !! 2 - (II^IUI^ 1 !!) 2 

= \[\ 0oo0n - (#01) 2 \da Q da x . (18) 
= | detg ab | = | g |, logo 

= d 2 a\J\ g I = d 2 ay/^g = d 2 a\J —det g ab . (19) 
. (|T9| ) aparece porque assumimos que r e uma coordenada do 
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Figure 2: Em cada ponto da superficie existem dois vetores de deslocamento in- 
finitesimals dr e da tangentes as linhas constantes r e a. 

e dado por 

ds 2 = G^dX^dXr (20) 

Se os pontos e X M + dX^ estao sobre a superficie da folha mundo, entao X^ = 
X M (cx a ), e sua diferencial e 

dX^ = d a X^da a . (21) 

Por outro lado, como os pontos estao sobre a superficie, entao ds 2 pode ser escrito 
em termos da metrica induzida na superficie (h a b) 

ds 2 = h ab da a da b . (22) 

Substituindo a eq.([2~l"D na eq. (|20|) e igualando com a eq.(^) obtemos: 

K b = G^d a X»d b X». (23) 

E importante notar que fizemos uma mudanga na metrica de gabi^) para h ab {X^{a c )) 
Entao, calculando as componentes da metrica (^3|), obtemos as seguintes relagoes: 

h m = G^doX^doX" = d X»d X ll = X»X ll = (X) 2 

h n = G^X^X" = d 1 X»d 1 X^ = X»X' IM = (X') 2 

h i = ho = G lxv d Q X^d 1 X v = d^diX^ = X»X'». (24) 
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Trocando na eq.(|l9"D a metrica generica g ab pela metrica induzida h ab e usando 
as componentes de h ab deduzidas em (|23]), podemos escrever 

dA = d 2 a^- det h ab = cPayJ-hoohn + (V) 2 = d 2 a^J(X ■ X') 2 - (X) 2 (X') 2 . (25) 

Substituindo a eq.(p5[) na eq. (|T6|) , obtemos 

S NG = -T j drdayJ(X -X') 2 - (X) 2 (X') 2 = -T / drdaV^h (26) 

onde ft, = det ft a b. 

A agao dada pela eq.(p6j) e conhecida como agao de Nambu-Goto (NG). Sendo urn 
objeto geometrico, uma area, a agao de Nambu-Goto e invariante por reparametri- 
zagao, ou seja, invariante sob transformagSes de coordenadas da folha mundo, 

(r,a)-^(r'(T,a),a'(T,a)). (27) 

A presenga de uma raiz quadrada no integrando expressa a nao linearidade da 
agao de Nambu-Goto. Devido a dificuldade de trabalharmos com esta agao nao 
linear, tentaremos eliminar a raiz quadrada da eq.([26|) escrevendo uma outra agao 
classicamente equivalente. 

Para isto, faremos a variagao da agao de Nambu-Goto, eq . (p6|) , onde usaremos a 
variagao de h dada por 

Sh = S det h ab = 5e tr ln{h " b) = h tr 5lnh ab = h tr -^-Sh ab = hh ab 5h ab , (28) 

hab 

que e obtida usando-se a condigao de ortogonalidade do tensor metrico h ab h bc = 5%: 

SS NG = - -J dTda^hh ab 5h ab . (29) 

A variagao em h ab e devido a variagao de X M , porque h a b e a metrica induzida por 
G^y. Temos como resultado da variagao da eq.(|23|) e da simetria do tensor metrico 
5h ab = 5h ba a equagao 

Sh ab = G^5{d a X^ h X v ) = d a 5X»d b X^ + daX^dbSX^ = 2d a X"d b 6X^. (30) 
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Desta forma, substituindo a eq.(|3"0D na eq.(P9|) e usando d b (V--hh ah d a X fl 5X fyl ) 



dbiV^hh^daX^dX^ + ^/-hh ab d a X^d b (8X^), a eq.@ pode ser colocada na forma 

SS NG = -T J d 2 ad b (V^hh ab d a X^5X^)+T J d 2 ad b (\f^hh ab d a X fi )5X lx . 

Pelo Teorema de Gauss, a primeira integral da equagao acima torna-se 

SS NG = -T J datV^hh^daX^dX^ + T J d 2 ad b (V^hh ab d a X fl )5X ll} (31) 

onde <9£ e o contorno da superficie que representa a folha mundo. Com o uso da 
condigao de contorno na folha mundo 8X^\ dM = 0, ou seja, a variagao dos campos 
e nula no contorno que delimita a superficie, a primeira integral da eq. (|31|) se anula. 
Da eq . (|31~D , obtemos a equagao de movimento para o campo X^, que e dada por 

' ),S Td b (V^hh ab d a X»), (32) 



6X» 

onde assumimos aqui que a metrica induzida h ab nao depende do campo X M , ou 
seja, h ab = g ab e tambem omitimos o rotulo NG da agao. Agora, se os campos nao 
interagem, ou seja, a Lagrangeana nao apresenta termos de auto-interagao do tipo 
(X^X^Y entao, comparando a eq. (|32"D com a equagao de Euler-Lagrange 

5S dC Q ( dC \ 



5X>" dX» \d(d b X») J ' 
obtemos 

ft ( asHI.* ) = -Td b (^gg ab d a X»). 



y d{d h X^) / 

Esta ultima igualdade sera satisfeita somente se a( n C XIJ .\ = —T{^/—gg ab d a X^), que 



d(d b X») 

por integragao resulta em 

C = —V^gg^daX^X^. (33) 

Como o tensor g ab e simetrico, a densidade de Lagrangeana foi dividida por dois 
para evitarmos contagem dupla dos indices. A agao respectiva e chamada de agao 
de Polyakov (Sp) e e escrita como 

S P = ~\j d 2 o^g-g ab d a X»d b X,. (34) 



13 



Esta agao tambem possui invariancia por reparametrizagao. As reparametrizagoes 
locais sob as quais esta agao e invariante sao 

5g ab = Cd c g ab -d c C9 cb -d c eg ac , 

6{y/=g) = d a (?y/=g), (35) 

onde £ a e urn deslocamento infinitesimal nas coordenadas (r, a). 

Uma outra invariancia local, pelo menos no mvel classico, e a de Weyl ou 
reescalonamento conforme da metrica da folha mundo: 5X^ = e 5g ab = Ag a b, onde 
A = A(r, a) e uma fungao infinitesimal arbitraria de <j a . Existe ainda uma simetria 
global que reflete a simetria do espago-tempo no qual a corda esta se propagando. 
Para o espago piano, esta e justamente a invariancia de Lorentz ou Poincare descrita 
por 5X^ = a^X u + b v onde b v e um vetor constante e a^ v = ri^a? e um tensor anti- 
simetrico (r]^ p e a metrica de Minkowski). Note que a exigencia fundamental para 
se obter a agao de Polyakov e que h ab nao dependa de X M . Podemos mostrar que as 
ag5es de Nambu-Goto e Polyakov sao classicamente equivalentes mostrando que a 
solugao classica da equagao de movimento para g ab e a eq. (|23| ) , isto e, 4^- 

°9ab g ab = h ab = 0^ 

Isto e feito considerando que a agao de Polyakov e um invariante de Weyl (que sera 
discutido adiante) e com a restrigao que h a b nao dependa do campo X M , ou seja, 
quando h ab = g ab . 

2.3 Tensor Energia-Momento 

O tensor energia-momento bidimensional, que e representado por T a bi g propor- 
cional a derivada variacional da agao com respeito a metrica g ab da folha mundo. 
Uma vez que as ag5es de Nambu-Goto e de Polyakov nao dependem de derivadas 
da metrica, o tensor energia-momento e dado por 

ab TJ=g-5g ab T J^g dg ab ' 1 ' 
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A densidade de lagrangeana C e dada pela eq. fl3"3]) . Entao, calculado T ab obtemos 

2 1 d ( T 



■ ab 



-gg cd d c X»d d X, 



T V=gdg ab V 2 
I {^W^ gCddcX " ddX » + (37) 



Usando que g a b = —g mn ^%- } a equagao acima torna-se 

Tab = ~gabg ed d e X' i d d X li + OaX^dbX^. (38) 

tensor energia-momento possui duas propriedades importantes. 

1 ) A primeira delas e que, devido a invariancia de Weyl da agao, seu trago e 
nulo. De fato, 

trT M = g ab T a b = W3 t X, - \tr g * g «a c X»3 d X„. (39) 

Devemos entao calcular trg ab que aparece nesta equagao, para isto, usaremos o fato 
de que a agao da corda e um invariante de Weyl. Uma transformagao finita de 
Weyl pode ser escrita como g ab — > g ab = e A ^ T ' a ^g a b e sua inversa e g ab — > g' ab = 
e -A(T,<r) gab _ T3 es ^ a forma, podemos transformar a metrica generica g ab na metrica 
plana de Minkowski r] a b, ou seja, g ah = i] ab = e A ^g ab , que substituindo na expressao 
para o trago de g a b obtemos tr g ab = g ab g ab = r] ab e~ A ^r]abe A ^ = tr r\ a b = 2. Por- 
tanto, substituindo este resultado na equagao (|3~9D, obtemos trT ab = 0. 

2) A outra propriedade e que T ab = pois, como a equagao de movimento para 
o campo g ab e igual a zero, e T ab e proporcional a esta equagao, entao T ab = 0. 

Estes sao os dois vmculos classicos da teoria. No processo de quantizagao, 
tentaremos implementar estes vmculos quanticamente e veremos que surgirao re- 
sultados interessantes. 



2.4 Dinamica da Corda Classica 
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Agora, iremos obter as equagoes de movimento classicas para uma corda bosonica 
aberta. Partindo de uma forma geral para a agao (Nambu-Goto ou Polyakov) 



S 



d 2 aC 



dadrC, 



(40) 



consideraremos o efeito de uma evolugao da corda entre duas configuragoes fixas 
X^n, a) e X^(r 2 , a) onde r G [n, r 2 ] e a G [0, it]. 

Variando (ffO) e integrando por partes, obtemos 

T2 



55 



cPa^5X» + 
5X» 



da 



dC 



d(d T XL 



-5X^ 



+ / rfr 



dC 



n 



d(d a XL 



-5X^ 



(41) 



cr=0 



onde a segunda integral da eq.fl4"T|) e nula porque a configuragao do sistema e fixa 
em T\ e r 2 , ou seja, SX^iji) = 5X M (r 2 ) = 0. Usando a equagao de Euler-Lagrange 



na primeira integral da eq.(f|T]) (observando que = 0), obtemos: 



5S 



d 2 ad a 



dC 



d{d a Xi 



5X» + / dr 



dC 



d(d a Xt 



-5X^ 



(42) 



(7=0 



Pelo principio variacional, a primeira integral da eq.([42"D nos fornece a equagao 
de movimento 

o ( dC ^ 

9 a 



,d(d a X»)J °' 

enquanto que a segunda fornece as seguintes condig5es de contorno 

dC 



dX'» 



0. 



ou 



sx%z; 



0. 



<7=0 



Os momentos conjugados a = <9 T X M e X' M = c^X^ sao 



<9X„ 



<9X' ( 



(43) 



(44) 



(45) 



respectivamente, onde P£ e o fluxo de momento de uma extremidade a outra da 
corda (na diregao a) e P? e o fluxo de momento transverso a Pg. Em termos destas 
correntes de momentos, a equagao de movimento pode ser escrita como 



dr 



da 



0. 



(46) 



16 



e a primeira condigao de contorno pode ser expressa na forma 



P£{a = 0) - P£{a = tt) = 0. 



(47) 



Esta equagao mostra que o fluxo do momento da corda e conservado, isto quer dizer 
que o fluxo de momento que entra por um lado da corda e igual em modulo ao fluxo 
que sai pelo outro lado. Para uma corda aberta isto fica claro, porque e razoavel 
dizer que o momento pode fluir para dentro e para fora da corda por ambas as 
extremidades. 

O momento total da corda e a integral do momento ao longo de uma curva 
arbitraria 7 que liga duas extremidades opostas da folha mundo, onde uma destas 
extremidades e limitada pela condigao a = e a outra pela condigao o = n, entao: 



Derivando o momento em relagao are usando a equagao de movimento, eq.(fi^). 

result a 



ou seja, o momento total e conservado. 

2.5 Equagao de Movimento e suas Solugoes 

Para uma analise subseqiiente da dinamica e quantizagao da corda, faremos uma 
escolha de um calibre conveniente. Esta escolha servira para diminuirmos os graus 
de liberdade das variaveis dinamicas que aparecem explicitamente na agao. Em 
duas dimens5es, uma transformagao geral de coordenadas (a, r — ► c',t) depende 
de duas fung5es livres, a saber, a e r . Por esta transformagao, quaisquer duas das 
tres componentes de h podem ser eliminadas. Uma forma conveniente de fazermos 
isto e escolhermos uma parametrizagao da folha mundo, tal que g a b = e A f]ab, onde 
r] ab e a metrica plana da folha mundo (r] ab = diag (—1,1)), ou seja, metrica bi- 
dimensional de Minkovski, e e A e conhecido como fator conforme. E sempre possivel 







(49) 
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fazer esta escolha, pelo menos localmente. Esta escolha e chamada de calibre con- 
forme. Substituindo este calibre conforme na agao de Polyakov ( p4|) , esta se reduz 
a 

S = ~\j dW'daX^X^ (50) 
e o tensor energia-momento bidimencional 

T ab = daX^dbXn - riabdcX"^. (51) 

Como T ab = 0, os graus de liberdade do campo X^ estao sujeitos aos seguintes 
vmculos: 

Too = T n = i(X 2 + X' 2 ) = 0, 

T 10 = T 01 =X-X'=0. (52) 



Se fizermos a variagao da agao ([50]), esta ira conter urn termo de volume e urn 
de superficie. Para assegurarmos que a agao seja estacionaria, pelo principio da 
minima agao, ambos os termos devem ser iguais a zero e isto nos conduz a equagao 
de movimento 

— - — \X^T,a) = (53) 

e a condigao de contorno periodica 

X»(t, 0) = X»{t, tt) (54) 
para a corda fechada, ou a condigao de contorno para a corda aberta, 

d a X»5X^ = (55) 
onde esta ultima pode ser satisfeita de dois modos 



duX^ly = —>■ condigoes de contorno de Neumann (N), 
SX^Iqm = — > condigoes de contorno de Dirichlet (D). 



(56) 



18 



A eq.(p^) e uma equagao de onda sem massa em duas dimensoes, cuja solugao 
pode ser escrita de forma generica como uma combinagao dos movimentos para 
direita e para esquerda X£, X M (cx a ) = X^(cr~) + X^(a + ), onde a~ = r — a 
e a + = t + a. Desta forma, e conveniente mudar as coordenadas da folha mundo 
para coordenadas de cone de luz (cr + , a~). Nestas novas coordenadas, o elemento de 
comprimento sobre a folha mundo torna-se ds 2 = —da + ds~, o que nos leva a dizer 
que as novas componentes da metrica plana de Minkowski sao ?7_ + = r/ + _ = — | 

e sua inversa r]~ + = = 2 e r] ++ = r\ = r] ++ = r\ = 0. As derivadas 

conjugadas a a ± sao d T — d + + cL e d a = d + — cL. As condigoes de contorno 
(F)(1) implicam que os movimentos esquerda e para direita da corda nao sao 

independentes. As solugoes da equagao de onda livre podem estar sujeitas tanto as 
condigoes de contorno Neumann quanto as de Dirichelet, embora esta ultima quebre 
a invariancia de Poincare. Desta forma, a unica solugao que e invariante de Poincare 
e a solugao na qual ambas as extremidades da corda estao sujeitas as condig5es de 
contorno Neumann, e e dada por 

X"(t, a) = x^ + 2aVr + iV^/ £ -a^e~ inT cosna, (57) 



e a solugao geral compativel a condigao periodica (f>|) 6 



X»(t, &) = af + 2a'p»T + iV^Z £ TT (<e- 2m(T ~ CT) + l3^- 2in{T+cj) ) , (58) 

sendo as componentes do movimento direita e esquerda dadas respec- 

tivamente por 

X£(t,v) = + ha'p^r - a) + % -^Y. -<e~ 2i <^\ (59) 
X£(t, a) = \x» + i/V(r + <x) + ~Z£ -^e' 2i <^\ (60) 

~ n^O n 

onde n e um inteiro, a'eo parametro de Regge que esta relacionado com a tensao da 
corda atraves da relagao T = (2Tra')~ 1 . ct^ e (3% sao os coeficientes de Fourier, que 
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serao interpretados como coeficientes do oscilador. Deste modo, vemos que a solugao 
para a corda fechada envolve uma superposigao linear dos movimentos da corda para 
a esquerda e para direita, com coeficientes de Fourier e respectivamente. E 
importante observarmos que no caso da corda fechada estes coeficientes dao origem 
aos modos de vibragao para a direita e esquerda, respectivamente. As constantes x M 
e sao interpretadas como sendo, respectivamente, a coordenada e o momento do 
centro de massa da corda. O fato de X^ ser real exige que e p M tambem o sejam. 
O mesmo fato nos conduz a condigao de a1 n (/3t n ) ser o adjunto de aff ((3$), isto 
e, aff = at n {(3$ = f3t n ). Esta condigao sera importante para determinarmos os 
colchetes de Poisson para os coeficientes (/3£). 

Quando fixamos r, os colchetes de Poisson para as variaveis dinamicas do sistema 
sao: 

{x»(T,(r),X v (T,a)} = 0, {x»(t,*),X"(t,*)} = 0, (61) 

{f"(t, a),X v (r, a')} = T {x»(t, a),X v (r, a')} = 5(a - a') Vflu . (62) 

E essencial escrevermos os colchetes de Poisson para os coeficientes do oscilador 
e j3%, pois, quando quantizarmos a teoria, estes coeficientes serao os operadores de 
criagao e destruigao dos modos normais de vibragao da corda. Para isto, inserimos 
a solugao (|58|) nos colchetes de Poisson fl62"|) e obtemos 

{<, <} = Pfi = imSr^rT, (63) 

e tambem 

{<,/?£} = 0. (64) 

O colchete de Poisson correspondente as variaveis dinamicas do centro de massa fica 
sendo 

x v } = rf v . (65) 

A Hamiltoniana e contruida por integragao sobre todo o comprimento da corda da 
densidade de Hamiltoniana dada por 7i = P^(t, u)X^ — C Neste calibre conforme, 
9ab — V ab y a Hamiltoniana pode ser escrita em termos dos coeficientes do oscilador. 
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Para a corda aberta, obtemos 

r T r n ■ , 1 °° 1 

H = doU = — / d 2 a(X 2 + X 2 ) = - J2 = a -n a A» + -V2a'p M p M , 

J 1 J ° 1 -oo „^0 2 

(66) 

onde definimos o coeficiente «g = V2a p M . Para a corda fechada, temos 
1 00 1 

H = nEKnV + P-nPun) = Y.( a ^na^n + P-nPfin) + -V2a»^, (67) 
A -oo n^O A 

onde para a corda fechada usamos = (3q = |Zp^. 

Podemos ainda escrever para o caso da corda aberta solugoes da equagao de 
onda (|53|) sujeitas as outras combinagSes das condig5es de contorno em suas ex- 
tremidades que nao sao invariantes de Poincare. Por exemplo, para uma corda 
aberta sujeita as condigSes de contorno de Dirichlet nas duas extremidades, temos 
como solugao 

X»{r, a) = c ^--J + d ^ _ V2^J2 ( f e_mr Sin ^) > ( 68 ) 
e para condigSes de contorno mistas, temos 



X^ir, <r) = d M - V2c7 J2 ( — e" mT sin na ) , (caso Neumann-Dirichlet), (69) 

rez' " 



I^r, a) = # + iV2a ^ ( -f e" inr cosna ) , (caso Dirichlet-Neumann). (70) 

rez' 



n 



Em ambos os casos, Z = Z + |, c M e d^ sao vetores constantes das duas extremidades 
da corda imersa no espago-tempo. Em todo o texto, a menos que seja mencionado, 
estaremos trabalhando somente com a solugao X M (r, a) invariante por Poincare. 

2.6 Algebra de Virasoro e Estados de Massa para a Corda 
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Os graus de liberdade no calibre covariante devem satisfazer nao somente a 
equagao de onda fl53|) que nos conduz aos modos de expansao, como tambem os 
vmculos que sao originados da equagao de movimento para g ab e sao conseqiiencia 
da invariancia por reparametrizagao da corda. Para analisarmos estes vmculos, e 
conveniente expressarmos as componentes do tensor energia-momento nas coorde- 

nadas de cone de luz, tal que as combinagSes T ++ e T do tensor energia-momento 

bidimencional T ab sejam dadas por 

T++ = ^(T 00 + T 01 )=d + X-d + X, 

T — = ^{T 0O -T oi ) = d.X-d-X. (71) 

Escrevendo T ++ e T desta forma, as equag5es de vinculo fl52|) podem ser es- 

critas como T ++ =T = 0. Estas combinagSes das componentes do tensor energia- 
momento sao validas tanto para a corda aberta quanto para a fechada. Vamos agora 
considerar os modos de expansao do vinculo T ab = 0. 

Para a corda fechada, podemos verificar que X^ = X^ e = — X£. Entao, 

T ++ pode ser escrito somente em termos de X^ e a componente T em termos 

de Xr, ou seja, T ++ = X£X^ L e T = X^X^ R . Classicamente, estamos livres 

para implementarmos estes vmculos, mas como veremos, quanticamente qualquer 
expressao contendo operadores que nao comutam nao e bem defmida sem antes 
especificarmos uma prescrigao normal para os mesmos. Sendo assim, e util neste 

caso trabalharmos com as componentes de Fourier de T e T ++ para os movimentos 

para direita e para a esquerda da corda fechada defmidas em r = 0, respectivamente 
como 



L m = ^ / da(e~ 2mr7 T_ 



T 

2 
T 



- jf da (e~ 2 ™X 2 R ) , m^O, (72) 



T 

2 
T 

2 



£ da (e 2ima T+ 
jT da (e 2imff ^) , m ^ 0. (73) 
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Em termos dos modos de Fourier, estas componentes podem ser escritas, respecti- 
vamente, como 

■y OO 

L m = 2 S a m-n<V>, m ^ 0, (74) 

ra=— oo 
J oo 

L ™ = - Pm-nPun, m^O, (75) 

n=— oo 

onde «o = 0o = \\/2a'p^. L m e L m sao conhecidos como operadores de Virasoro 
corda fechada. Estes dois operadores formarao duas algebras de Virasoro in- 
dependentes, uma para o movimento para a esquerda e uma para a direita. Como ja 
citamos anteriormente, as condig5es de contorno para uma corda aberta significant 
que a separacao da solucao da equagao de onda em movimento para a esquerda e 
para direita nao e possivel porque os mesmos nao sao independentes. Portanto, a 
expansao da corda aberta envolve somente um conjunto de osciladores e, con- 
seqiientemente, iremos definir uma unica algebra de Virasoro em vez de algebras 
independentes para os movimentos para a direita e para a esquerda como no caso 
da corda fechada. Podemos entao definir os geradores da algebra de Virassoro (L m ), 

tomando a combinagao das componentes de Fourier de T ++ e T em r = da 

seguinte maneira 



L m = T j da (e ima T ++ + e^T^) 

= ^ jT da {e tma (X + X'f + e~ ima (x + X') 2 | 

1 oo 

= ^E«™-n-«n, (76) 

A -oo 

onde definimos = \ / 2a'p tl . Notamos que, em particular, a Hamiltoniana para 
as cordas aberta e fechada podem ser escritas, respectivamente, como H = L e 
H = L + Lq. 

O quadrado da massa (M) de uma corda em um dado estado de oscilagao e dado 
por M 2 = —p^. A equagao de vinculo L Q = L = nos fornece uma importante 
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equagao de movimento que determina M 2 em termos dos modos internos de oscilagao 



da corda, isto e, 



para a corda aberta, e 



1 oo 

M 2 = - £ a_„ • a n (77) 



2 00 

^ 2 = — E («-« • «« + #-n • AO (78) 
« n=l 

para a corda fechada. Estas equag5es sao conhecidas como condigao de concha 
de massa para as cordas aberta e fechada, respectivamente. Quanticamente, estas 
condigoes serao modificadas devido ao efeito do ordenamento normal. Devido ao 
fato de que L = L para a corda fechada, temos que os dois termos nas equagoes 
(fT8|) ou (0) dao contribuigoes iguais. 

Os modos de Fourier do tensor energia-momento L m e L m sao chamados de op- 
eradores de Virasoro. Os parenteses de Poisson dos operadores de Virassoro podem 
ser calculados a partir da definigao de L m e dos colchetes de Poisson ja conhecidos 
dos osciladores, eq.(|63|). Da definigao de L n , equagao temos 

{L m , L n } = - {a m - k -ak, a n -i.ai} . (79) 

4 k,l 

A identidade {AB, CD} = A{B,C}D + AC {B, C} + {A, C}DB + C {A, D} B, 
mais as relagoes de comutagao dos osciladores (|63|) , nos levam a 

{L m , L n } = t E ( ka m-k ■ a>i5 k +n-i + ka m - k • a n -i5 k+ i + {m- k)ai ■ a k 5 m -k+n-i 

4 k,l 

+ (m - k)a n -i ■ a k 5 m -k+i) , 

onde 5„ e 1 se n = 0, e para outros valores. Efetuando-se a soma em / a equagao 
acima se reduz a 

{L m , L n } = - Y ka m - k ■ a k+n + r XX m ~ k)a m „ k +n • az k . (80) 
1 k 1 k 
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Fazendo uma mudanga de variaveis de k — > k = k + n na primeira soma, a eq.(|5UD 
se reduz a algebra de Virassoro 

{L m ,L n } = i(m - n)L m+n . (81) 

Analogamente, partindo da definigao de L m , obtemos 

|L m , L n } = i(m - n)L m+n . (82) 

Uma vez que os coeficientes e (3% comutam, e natural escrevermos que |l to , L n | = 
0. 

Apos o processo de quantizagao a forma do operadores de Virasoro sera ligeira- 
mente modificada e veremos que um termo extra surgira na algebra de Virasoro. O 
termo aparece devido as relagSes de comutagao dos coeficientes de Fourier a% e (3^- 

2.7 Quantizagao Canonica 



Quando quantizamos a corda livre, o conteudo de particulas aparece, pois o 
espago de Fock da teoria de cordas content varios estados de particulas. Como 
veremos, anomalias que surgirao na teoria devido ao ordenamento normal dos ope- 
radores de criagao e destruigao desaparecerao se impormos restrigoes na dimensao do 
espago-tempo, no qual a folha mundo esta imersa. Existem muitos procedimentos 
diferentes para se quantizar um sistema classico 0, [l^, [19, 2(|. Quando usados 



corretamente, todos sao equivalentes, embora estas equivalencias nao sejam triviais. 

Nesta segao, apresentaremos a quantizagao canonica, que e baseada em termos do 
campo com restrigoes fi'sicas somente no espago de Fock. Tais restrigoes provem 
de vmculos sobre o tensor energia-momento e dao origem a graus de liberdade nao 
fisicos. A quantizagao destes graus de liberdade nao ffsicos sao responsaveis pelo 
surgimento de estados com norma negativa (fantasmas) na teoria. A situagao e 
analoga as condig5es de Gupta-Bleuler na eletrodinamica, onde o vinculo classico 
d^A 11 = e trocado pela exigencia de que componentes de freqiiencia positiva dos 
correspondentes operadores quanticos aniquilam estados fisicos do foton. 
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Para fazermos a quantizagao canonica da teoria, usaremos o calibre conforme 
onde fixamos h ab = r] ab (como mencionado na seg. 2.2.3). A escolha deve ser cuida- 
dosa, pois uma vez fixado o calibre o trago do tensor energia-momento e nulo. 

No processo de quantizagao canonica, ou primeira quantizagao, da corda bosonica 
classica devemos considerar os campos como operadores quanto-mecanicos (isto 
e equivalente a fazermos a transigao da mecanica classica para mecanica quantica 
em primeira quantizagao via relagSes canonicas de comutagao para as coordenadas 
e seus momentos canonicamente conjugados). Para isto, trocaremos os parenteses 
de Poisson por comutadores de acordo com a relagao { , } — > , ], ou seja, 
usaremos o Principio da Correspondencia. Deste modo, obtemos as relagoes de 
comutagao a tempos iguais 



X"(T,<T),X v (T,a) = X»(t,<t),X»{t,ct 



0. 



P?{t, a),X u {r, a')\ = T [X^r, a),X v {r, a')\ = -i8{a - a')^ v . (83) 

As componentes espaciais do campo X M (r, a) comportam-se como campos es- 
calares independentes sujeitos as relag5es de comutagao usuais para os campos de 
Klein-Gordon. No entanto, a componente temporal X°(t, a) satisfaz estas relagoes 
de comutagao com o sinal trocado (negativo). Isto e inevitavel se escrevermos as 
relagoes de comutagao a tempos iguais na forma covariante, uma vez que o tensor 
metrico que aparece do lado direito possui ambos os sinais. Este sinal negativo 
implicara em uma mudanga na estrutura do espago de Hilbert do campo X^(t,(t), 
pois aparecem estados de norma negativa. 

Podemos observar que o vinculo classico T ab = 0, os quais em termos dos cam- 
pos X^(t, a) e representado pela eq.fl7ll), nao pode ser implementado quanticamente 
como uma equagao operatorial, pois isto estara em conflito com as relag5es de co- 
mutagao fl8~3P . Isto significa que devemos aplicar estes vmculos aos estados ffsicos. 
No entanto, nao podemos deflnir um estado fisico \ip) aceitavel via T ab \ip) = 0, 
pois isto tambem esta em conflito com as relagoes de comutagao. Para mostrar- 
mos isto, realizamos o calculo de [T ab , X M ] e obtivemos os seguintes resultados: 
[T 00 ,A^] = [T n ,X"] = -iT~ l X» e [T 01 ,X»] = [T W ,X»] = -iT- x X'». Isto im- 
plica que T ab e um operador que certamente nao e zero. Desta forma, temos uma 
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incompatibilidade entre a quantizagao canonica e a fixagao do calibre hob = rj a i,. 
Somente serao admitidos vetores de estado para os quais o valor esperado de T ab 
seja nulo 

(VIW) = 0. (84) 

Podemos ainda separar o operador tensor energia-momento em duas partes, uma 
de frequencia positiva T^' e outra de freqiiencia negativa que consistem de 
operadores de aniquilagao e de criagao, respectivamente (T ab = +T^j, onde 
(rf£ = Desta forma, a eq. (|84]) pode ser escrita como uma equagao de auto- 

valor, cuja parte de freqiiencias positivas aniquila os estados fisicos T^' = 0. A 
correspondente condigao adjunta e {ip\T^' = 0. Estas duas condigoes sao suficientes 
para garantirmos (|84]), pois 

(1>\T*\1>) = (V|T a ( 6 +) |V) + (^|ri _) |^> = 0. (85) 

Como veremos adiante, sob certas restrigoes, os estados obtidos desta forma serao 
livres de fantasmas. 

Uma vez feita a quantizagao canonica para os campos X^, devemos tambem 
escrever as relagoes de comutagao a tempos iguais para as variaveis canonicamente 
conjugadas do centro de massa, x^ 1 e e para os coeficientes de Fourier e /3%, 
que sao, respectivamente, 

[x",jr]=iTr, (86) 

[<,<] = [/M]=mWT, 

K,/5„1 = 0. (87) 

Os coeficientes a% e (3% sao interpretados como operadores de criagao para n negativo 
e operadores de destruigao para n positivo. Todas as relagSes escritas com sao 
validas tanto para a corda aberta quanto para corda fechada, e as escritas com @£ sao 
validas somente para a corda fechada, quando isto nao for verdadeiro, deixaremos 
claro no texto. A imposigao de que seja Hermitiano exige que x M e p^ 1 tambem 
o sejam. O mesmo fato nos conduz a impor a condigao de Hermiticidade conjugada 
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dos operadores para todo e qualquer valor inteiro de n, ou seja, 



«) f = at n e (^)t = ^„. (88) 

Os operadores a£ e f3fi estao relacionados com os operadores de criagao e aniquilagao 
(convenientemente normalizados) do oscilador harmonico da forma 

< = ^< e K = ^< (89) 

e seus Hermitianos conjugados 

ag = ^=a£ n e # = -±= ^_ n . (90) 

Estas relages sao validas somente para n > 0. Os a^'s e os fe^'s obedecem as relagSes 
de comutagao padrao do oscilador harmonico somente para /i ^ e v ^ 0, devido a 
presenga do tensor metrico r]^, cuja componente temporal (77 00 ) e negativa, ou seja, 
[a^,a^] = S m+n rr. 

O estado fundamental do oscilador e defmido como sendo aquele que e aniquilado 
por com n > 0, 0^0)0, = 0, corda aberta, e aniquilado por a£ e (3% 

corda fechada a^O^lO)^ = /3%\0) a \0)/3 = 0. Especificando que os osciladores estao 
no estado fundamental, nao determinamos completamente o estado da corda. Um 
outro grau de liberdade e seu momento do centro de massa Quando desejamos 
entao especificar completamente o estado aniquilado por a% (/9^), para n > 0, e com 
momento do centro de massa p M escrevemos |0,p M ) a (10,^)^). 

Um ponto de fundamental importancia nesta teoria e que o espago de Fock cons- 
truido por aplicag5es sucessivas do operador de criagao a^J no estado fundamen- 
tal |0,p M ) a nao e positivo defmido, pois as componentes temporais possuem um 
sinal negativo devido a metrica do espago-tempo ser de Minkowski. As relagoes 
de comutagao destas componentes temporais sao a^, = —1 e, desta forma, 
o vetor de estado a^\0,p^) a possui norma negativa, pois 0|a^, a^\0,p^) a = 
a (p M ,0| a^,a^ |0,p M ) a = —1, e o vacuo e normalizado. Este mesmo argumento e 
valido para os operadores de criagao, afy e que geram o espago de Fock a partir 
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do vacuo lO^lO)^ para a corda fechada. Deste modo, o espago fisico permitido para 
os estados da corda e urn subespago do espago completo de Fock, e e especificado 
por certas condigSes subsidiarias, que serao apresentadas adiante. 

Para termos uma teoria causal e nescessario que o subespago fisico seja livre de 
estados de norma negativa, que sao usualmente chamados "fantasmas" . Estados de 
norma negativa sao estados nao aceitaveis fisicamente, pois estao em confiito com a 
interpretagao probabilistica da mecanica quantica. Esperamos entao que os estados 
fantasmas desacoplem do espago de Hilbert. Verificaremos que estes fantasmas de 
fato desacoplam do espago de Hilbert se a dimensao do espago-tempo for menor ou 
igual a 26, e a constante a que surge devido ao ordenamento normal for menor ou 
igual a 1. 

As condigoes subsidiarias usadas para determinarmos o espago dos estados fisicos, 
que correspondem as equag5es classicas de vinculo T a b = 0, sao equivalente a impor 
que L m \ip) = L m \ip) = para m > 0, uma vez que L m para a corda aberta e defmida 

como sendo a componente de Fourier da combinagao das componentes T ++ e T 

defmidas em ([Ti]), e para a corda fechada L m e L m sao defmidos em termos das 

componentes de Fourier de T e T ++ , respectivamente. O caso m = requer um 

pouco mais de cuidado, uma vez que quanticamente o operador de Virasoro (|76|) 
apresenta problemas, pois, sendo operadores, os coeficientes a^ +n (Pm +n ) e {(3^) 
nao comutam para m = 0, surgindo deste modo o problema de ordenamento normal 
nas expressoes para L e L , que podem ser escritos como 

00 ^ 00 

L = + a ~ n ■ a n + a e L = -ffi + ^ (3- n ■ a n + a, (91) 

^ n=l ^ n=l 

onde a = y Y^=\ n e uma constante que aparece devido as relagSes de comutagao. 
Podemos resolver este problema defmindo a expressao normalmente ordenada para 
L e L da forma 

00 00 
: L := '■ a -n ■ ®n ■= ~al + Y a -™ ' a ^ ( 92 ) 

n=— 00 n=l 

00 1 00 

■L := J2 ■■P-n-Pn:=^0 + J2P-n-Pn. (93) 
n=— oo n=l 



29 



Devido a esta ambiguidade do ordenamento normal, o vinculo classico H = Lq = 
Lq = deve ser implementado quanticamente como 

(L -«M = (£o-aM = 0. (94) 

Portanto, os estados fisicos devem satisfazer a condigao de Virasoro 

(L m -a6 m )\i/>) = 0, m>0, (95) 

(L m -a5 m )\i/;) = Q, m>0. (96) 

Estas condigoes, mais as propriedades de Hermiticidade L_ m = e L_ m = L m , 
mostram que, se e \<f>) sao dois estados fisicos, entao {<f>\(L m — a6 m )\if)) = (0|(L m — 
a5 m )\i/j) = 0, Vm. 

2.8 Algebra Quantica de Virasoro e Estados Fisicos 



Nesta segao, veremos qual e a estrutura da anomalia que aparece na algebra de 
Virasoro, que classicamente e dada pela eq. (^TJ), devido ao ordenamento normal dos 
operadores. Todos os passos usados para obtermos a expressao ([H]) sao validos tanto 
no mvel classico quanto no nivel quantico, o problema surge no segundo termo da 
expressao flSOl) para m + n = 0, deste modo, e razoavel dizer que a algebra quantica 
de Virasoro tern a forma 

[L m , L n ) = (m - n)L m+n + A(rn)S m+n . (97) 

Devemos entao calcular explicitamente a forma do termo A(m). Usando a identidade 
de Jacobi [L k , [L m , L n }} + [L m , [L n , L k }} + [L n , [L k , L m }} = 0, e o fato de que A(m) = 
—A(—m), que pode ser mostrado trocando-se m por n e vice- versa no comutador 
(|97l), obtemos 

(n - m)A(n + m) + (2n + m)A{m) - (n + 2m)A(n) = 0. (98) 
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Se escolhermos n = 2m e considerarmos que n ^ 0, pois se m = temos que 
A(0) = 0, a eq. fl9|) torna-se 

A(3m) + 5A(m) - 4A(2m) = 0. (99) 

Assumindo que A(m) tern uma forma polinomial A(m) = J2 P a p rnP , entao da eq.(p9|). 
sempre que a p ^ 0, podemos obter a seguinte equagao exponential em p, 3 P + 5 — 
2 P+2 = 0. Para p > 4, 3 P comega a ficar muito maior que 2 P+2 , entao as unicas 
solug5es desta equagao sao p = 1 ou p = 3. Portanto, A{m) = aim + asm 3 . Os 
valores dos coeficientes a\ e a 3 podem ser encontrados se calcularmos o valor esperado 
do comutador [L m , L_ m ] entre dois estados ffsicos para dois valores diferentes de m. 
Por simplicidade, escolhemos tal estado ffsico como sendo o estado fundamental de 
uma corda com momento do centro de massa nulo (p^ = 0) representado por |0; 0). 
Para m — 1, obtemos que a\ = —a^ e para m = 2, obtemos 2a\ + 803 = ^rj^rj^ = 
^D. Desta forma, dos resultados obtidos para m = 1 e m = 2, obtemos que os 
coeficientes a\ e a 3 valem, respectivamente, ^ e ^, portanto, A{m) = f|(m 3 — m) 
e a algebra quantica de Virasoro torna-se 

[L m , L n ] = (m - n)L m+n + ^("^ 3 - ^)^m+n, (100) 

onde .D e chamado de carga central e nos fornece a dimensao do espago-tempo no 
qual a folha mundo esta imersa. Em outras palavras, nos fornece o numero de 
campos escalares livres na folha mundo, uma vez que o campo bidimensional X M 
possui D componentes independentes. Isto quer dizer que cada campo escalar livre 
contribui com uma unidade para a carga central. 

A estrutura da algebra quantica de Virasoro e tal que L_ 1; L e L\ geram uma 
subalgebra fechada, sem anomalia, isomorfica aos grupos SU(1,1) ou SL(2,R). 

Verificaremos agora que, devido a presenga da anomalia na algebra quantica de 
Virasoro, o vinculo classico L m = 0,Vm nao pode ser implementado em estados 
quanto-mecanicos, uma vez que, 

(1>\[L m ,L n ]\ij>) = (V|Lo|V) + ^(m 3 - m)(^). (101) 
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Entao, se assegurarmos que L n \ip) = 0,Vm, entao {ip\[L mi L„\\ip) = 0, o que nao e 
verdade. No caso da corda fechada, teremos tambem os operadores L n , que comutam 
com L n e satisfaz a mesma algebra de Virasoro, como na equagao ( |100| ). Para a corda 
fechada, segue-se ainda a seguinte condigao adicional 

(L -Lo)|V) = 0. (102) 

O quadrado da massa (M) de uma corda em um dado estado de oscilagao e dado 
por 

M 2 = -p^. (103) 

Para a corda aberta, temos: 

oo 

L 0=Y1 a -n<Vi + a'p^p^. (104) 
n=l 

Entao, a condigao (|94D implica que 

oo 

(]T a^a Mn - a)|y>) = a'M», (105) 

n=l 

que e chamada condigao de concha de massa, e o operador de massa para a corda e 

(N -a) =aM 2 J (106) 
onde definimos o operador numero de mveis como 

N = J] N n = otrfiL^. (107) 

n>0 n>0 

Este operador conta o numero de excitagoes em um dado estado, N n , ponderado 
pelo numero do osciladores. Os autovalores de N sao Y^=i n N n . Portanto, a massa 
de cada estado da corda e determinada pelo mVel de excitagao. 

A massa M dos estados ffsicos da corda fechada pode ser obtida a partir do 
vinculo ( |102| ). Usando L = \a p^p^ + J2^Li &-n a n/i e a expressao L = ^a'p^p^ + 
Y£?=i P-nPnn, este vinculo pode ser escrito como 

M 2 = -pTpp = M 2 L + M 2 R , (108) 
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onde 

aM 2 L = 2{N-a) e a M 2 R = 2(N - a). (109) 

Ainda, como conseqiiencia do vinculo (L — Lo)\<p) = para todos os estados fisicos 
\(p), obtemos 

N\tp) = N\<p) 

e, conseqiientemente 

Ml = Ml. 

Este resultado nos diz que o quadrado das massas possui contribuigSes iguais para 
direita e para a esquerda. 

As Hamiltonianas (|66| ) e (|67|) estao relacionadas com os operadores de Virasoro, 
respectivamente da seguinte forma: 

H = L -a, (110) 

para a corda aberta e 

H = 2(L' + L ) = 2(L Q + L -2a), (111) 

para a corda fechada. 

Agora, faremos uma analise das condigoes para as quais nao existem estados 
fisicos de norma negativa para o caso da corda aberta. Veremos que estes estados 
de norma negativa existem somente para certas regioes dos valores que podem ser 
assumidos pelo parametro a e pela dimensao D. Para isto, olharemos regioes do 
espago de Hilbert para as quais os estados fisicos possuem norma zero. Tais estados 
fisicos estarao sempre presentes nas fronteiras que dividem o espago fisico de Hilbert 
em uma regiao onde os estados possuem norma positiva e outra regiao onde estes 
vetores possuem norma negativa. Estes vetores de norma nula nos fornecerao os 
valores crfticos de a e D, para os quais o espago de Hilbert esta livre de fantasmas. 

Denotemos o estado fundamental de uma corda de momento fc M como |0; A 
condigao de concha de massa implica que a k 2 = a. Agora, consideremos o primeiro 
estado excitado £-a_i|0; k^), onde ^(k) e o vetor de polarizagao com D componentes 
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independentes. A condigao de concha de massa agora implica que a'k 2 



= a — 1 e 



a condigao de estado fisico Li\ip) = nos fornece £ • k — 0. Esta condigao nos 
conduz a D — 1 polarizagoes permitidas. A norma deste vetor de estado e £ • £. Se 
escolhermos que o vetor k se encontra no piano (0, 1), entao teremos D — 2 estados 
(tipo espago) com polarizagao normal ao piano e com norma positiva. Podemos 
ver que os autovalores do operador de massa para o estado fundamental e para o 
primeiro estado excitado sao, respectivamente, 



Analisaremos agora algumas condigSes sobre o parametro a e suas implicagSes. Se 
a < 1, entao M 2 > e, conseqiientemente, k^ sera um vetor tipo tempo e podemos 
escolher um sistema de referenda, no qual este so possua componente temporal 
(ko, 0, 0, . . .). Neste caso, £ M e tipo espago e possui norma positiva. Se a > 1, M 2 < 
e k^ 1 e um vetor tipo espago com somente coordenadas espaciais em um referencial 
apropriado (0, k±, A; 2 , • • •) e £ M e um quadrivetor tipo tempo com norma negativa. O 
ultimo caso e o qual a=l, o que implica em M 2 = e, conseqiientemente, k^ e um 
vetor tipo luz, sendo assim, £ M e proporcional a P e possui norma zero. Portanto, 
uma vez que a norma de£-a:_i|0;A; M ) e£-£, obtemos a primeira condigao para 
ausencia de fantasmas a < 1. Na fronteira onde a = 1 (estados de norma zero), a 
particula vetorial e um foton e o estado fundamental e um taquion, pois possui o 
quadrado da massa negativa. O taquion viaja com velocidade maior que a da luz 
e pode ser excitado para qualquer energia negativa, tornando desta forma a teoria 
inconsistente. A presenga do taquion mostra que o estado fundamental da teoria de 
cordas, se existe e instavel. 

Agora, para esta fronteira na qual a = 1, devemos examinar tambem quais sao 
os valores criticos de D. Para isto, consideremos o seguinte estado 



Da condigao de concha de massa para (L — a)\tp) = 0, obtemos p 2 = 2a — 4, logo 
p 2 = —2, pois a = 1. Tal estado tambem deve satisfazer as condigSes de estado fisico 



M 2 = -^ e M 2 = ^(l-a). 



(112) 



a a 



1*0) = cia_i • a_i + c 2 a ■ a„ 2 + c 3 (a ■ a_ 2 ) 2 |0; p). 



(113) 
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Li\ip) = L2\ip) = 0. A condigao Li\ip) = nos conduz a (2ci + 2c 2 — 4c3)|0;p) = 
e a condigao L 2 \ip) = a {Dc\ — 4c 2 — 2c3)|0;p) = 0. Desta forma, podemos dizer 
que somente sera um estado fisico se os coeficientes ci,c 2 e C3 satisfizerem as 
seguintes relag5es 

D ~ 1 D+1 ,,1A\ 

c 2 = ci — - — e c 3 = d — — — . (114) 
1U 

2c 2 

Neste caso, a norma e (tpltp) — -^{D — 1)(26 — -D), de onde podemos observar que 
o espectro e livre de fantasmas para D < 26. 

Esta analise realizada aqui para a corda aberta pode ser estendida para a corda 
fechada, desde que um estado de uma corda fechada pode ser escrito como um pro- 
duto tensorial de dois estados de corda aberta, podemos tomar duas copias identicas 
dos nossos resultados para a corda aberta. O estado fundamental da corda fechada 
e um taquion, cuja massa e dada po M 2 = —A/ot e com todas as conseqiiencias 
que vimos para o caso da corda aberta. Os demais estados podem ser construfdos 
por aplicagoes de um numero igual de operadores de criagao no vacuo dos setores 
esquerdo e direito. 

2.9 Quantizagao no Calibre de Cone de Luz 

Fixando o calibre conforme, nao eliminamos totalmente as simetrias de calibre 
da agao da corda, o que nos possibilita impor condig5es adicionais de calibre que 
reduzam o numero de componentes nao-triviais de e nos conduzam somente 
aos graus de liberdade dinamicos. Podemos verificar que ainda resta uma simetria 
residual, pois a agao em um calibre conforme possui ainda uma invariancia por 
reparametrizagao das coordenadas da folha mundo 

(a,r) ^ (a(a,r),f(a,r)), (115) 

onde (a, r) e (a, f ) sao sistemas de coordenadas ortogonais sobre a folha mundo. 
Usaremos esta simetria residual para impor uma condigao de calibre extra que, 
como veremos, nao e covariante, mas muito conveniente, pois nos conduz a uma 
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teoria livre de fantasmas. Esta invariancia deve ser compatfvel com os vmculos 
gerados pelo tensor energia-momento. Usando a regra da cadeia, estes dois sistemas 
de coordenadas podem ser relacionados na forma 

dX» dX» df dX^ da 

dr df dr da dr ' 

dX" dX^df dX^da 

da df dr da da 

Entao, impondo que o lado esquerdo destas equagoes devam satisfazer os vmculos 
de Virasoro, equagoes ([H]), obtemos as seguintes equagoes diferenciais para as novas 
coordenadas: 



d 2 d 2 



\ dr 2 da 2 

e similarmente, 

( d 2 d 2 ' 



a = 0, (117) 



f = 0. (118) 



y dr 2 da 2 

Portanto, os vmculos implicam que a e f satisfazem as mesmas equag5es de movi- 
mento, no calibre conforme, que as coordenadas espago-temporais X M (a, r). Isto 
significa que podemos identificar a ou f como sendo uma das componentes de X^ . 
Podemos fazer uma reparametrizagao tal que uma das coordenadas na folha mundo 
seja identica a uma das coordenadas espago-temporais. A escolha na qual X^ e 
identica a r nos conduz ao calibre de cone de luz como segue. 

Se X° e a dimensao temporal do espago-tempo, para um espago-tempo D- 
dimensional entao temos D — 1 dimens5es espaciais. Defmamos as coordenadas 
do cone de luz X + e X~ como: 

X± = -^(X° ±X°- 1 ). (119) 
v2 

Existe uma grande diferenga entre estas e as coordenadas de cone de luz intro- 
duzidas anteriormente para folha mundo. No espago-tempo temos um total de D 
coordenadas e ( |119| ) envolve somente duas delas, a saber, X° e X D_1 , de um modo 
arbitrario e nao covariante. Na folha mundo, existem somente duas coordenadas, 
desta forma a escolha de cr ± nao e arbitraria. Neste sistema de coordenadas, o 
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produto escalar de dois vetores V = (V + , V ,V l ) e U = (U + ,U ,U l ) e definido 
como 

U.V = U + V- + ETV+ - (120) 

onde o indice % vai de 1 a D — 2, e os indices sao levantados e abaixados de acordo 
com a regra: V + = —V^, V~ = — V + , V 1 = VJ. Estas regras nos dizem que as 

componentes da metrica sao rjij = 1 e = rj [_ = — 1. A ideia basica do calibre 

de cone de luz e escolhermos a diregao de X + ao longo de f , desta forma X + deve 
satisfazer a mesma equagao de movimento para f, cuja solugao pode ser escolhida 
como 

X + = x + + l 2 p + r, (121) 

onde p + e x + sao, respectivamente, o momento e a coordenada do centro de massa 
da corda no calibre do cone de luz. Com esta escolha, usaremos os vmculos para 
encontrar X~ . 

A solugao da equagao de movimento fl5"3"|) para uma corda aberta com a condigao 
de contorno de Neumann e 

X» = x ^ + 2«y r + iV2^ y -a%e inT cos na, (122) 

e a componente temporal do momento canonicamente conjugado no calibre conforme 
e 

dC 

PL 1 = — = TX". (123) 
dX a 1 ; 



Notemos entao que as condigoes de contorno (|71|) podem ser escritas, respectiva- 
mente, como: 

P?P Tfl + T 2 X V A^ = 0. (125) 

Nas coordenadas do cone de luz, a componente temporal da corrente de momento 
Pf 1 pode ser escrita como 

P± = TA >± , (126) 
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e as derivadas temporais e espaciais da solugao ( p. 21] ) sao, respectivamente, 

X+ = l 2 p + e X' + = 0. (127) 

Entao, a componente + da equagao ( |126| ) torna-se 

P+ = 2aTp + . (128) 

Logo, para o primeiro vinculo, equagao ( |124| ), obtemos 

P?X^ = P+X- + P~X' + - P\x\ = 2a'Tp + X-' - P l r X[ = 0, (129) 

que, em termos das componentes i da corrente de momento P^ pode ser escrito 
como 

(130) 



x- 



2a'Tp+ 7 
Ja o segundo vinculo e dado por: 



1 pix' s = ——x 1 ^ 



2a p+' 



P»P Til + T 2 X ^ = 
2P+P~ - P l T P l T + 2T 2 X + 'X-' - T 2 X\X\ = 



2P+P~ 

T T 

4a'Tp + p- 



X~ 



T 2 X 4 X.+P l P 



'v' 

i t 1 - i — t 

T 2 X'X' + T 2 XX 



T 



Aa'p^ 
1 

Aa'p^ 



(xr + (x, 



'\2 



(131) 



Logo, o primeiro vinculo determina X~' e o segundo X~. Deste modo, podemos 
combinar estes dois vinculos na forma abaixo para obtermos uma unica expressao 
que e equivalente aos vinculos de Virasoro (fn]) 



x- + X~ 



4a p 



(132) 
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Nas coordenadas do cone de luz, a componente X da expansao para X^ e 

X~ = x~ + 2ap~T + i\f2d E cos no. (133) 



,„ n 



A combinagao das suas derivadas espacial e temporal, e definindo a = Ip , fornece 
X- + X-' = 2«Vr + v / 2?^«;e~ m V m ' 7 

oo 

X- + X-' = V2^7 oT n e- mT e- m(T . (134) 

71= — OO 

Da mesma forma, a componente X % da expansao para X 11 e 

X i = x* + 2a Vr + iV^ E -<e -inT cos n<7. (135) 

E definindo a l = \/2ol p\ podemos escrever 

„ 00 00 

(X' + X't) = 2a £ E <aie- i(m+i)r e- i(m+/),J . (136) 



Portanto, substituindo as equagoes ( |134| ) e ( |136| ) na equagao ( |132| ) e fazendo a 
seguinte mudanga dos indices n = m + I, esta combinagao de vinculos pode ser 
escrita como 

■y 00 

= 4W^+ H "m^n-m, (137) 

01 P 771= — OO 

que e uma forma alternativa de escrevermos os vmculos de Virasoro. Em resumo, 
implementando o calibre do cone de luz e fixando X + , pudemos resolver X + e X~ 
em termos de X 1 e a~ em termos de a l n , uma vez que escolliemos a solugao X + de 
modo que a~=0 para Portanto, este calibre nos conduz somente a graus de 

liber dade transversals X 1 . 

A densidade de Lagrangeana em um calibre conforme e 
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e a Lagrangeana 

— T 



J daC=— J da(X^X„ - X^X'j. 



No calibre do cone de luz, X + e especificado e X~ e eliminado. X 1 deve satisfazer 
a mesma equagao de onda que X^ em urn calibre covariante. Entao, a Lagrangeana 
no calibre de cone de luz e 

T 



(138) 



Integrando a expressao para a densidade de Hamiltoniana H = P^ ■ X^ — C, obtemos 
a Hamiltoniana correspondente no calibre de cone de luz 

T 



H gd = | I da ((Xr + (X,) 2 



= ^/^(ra 2 +T 2 (x;^ 

= 2a p + J daP~ 

= 2a'p + p~, (139) 

onde usamos a equagao ( |132| ). Em termos dos modos de expansao de Fourier, p + e 
p~ podem ser escritos, respectivamente, como 

1 00 <y~ 
P + = ^~ E <at m e P" = -i. (140) 

Logo a Hamiltoniana acima torna-se 

J oo 

^ = - E (141) 



m=— oo 



Agora iremos quantizar a teoria, para isto X % (t, a) e serao tratados como 
operadores quanticos e, conseqiientemente, os modos de Fourier serao quantizados. 
Os comutadores destes operadores em tempos iguais sao 

[X<(T,a),P!(T,a')]=z^5(a-a'), 
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[X\r, a),X\r, a )] = [P*(t, a), P>(r, a)] = 0, 

{x-,p + } = -i, (142) 

[x-,X l ] = = [ P + ,X l ] = \p + ,P*} = 0. 

Das expressoes para X 1 e P? nas relagoes de comutagao acima, podemos mostrar 
que: 

[<, o4] = n<^'<W- (143) 

Como na quantizagao canonica, nos podemos interpretar estes coeficientes de 
Fourier quantizados como um conjunto de osciladores harmonicos quanticos se iden- 
tificarmos 

al n = «)\ n>0, (144) 

e tambem temos problemas de divergencia da Hamiltoniana devido a nao comu- 
tatividade dos operadores a l m e a l _ m . Para resolvermos este problema, devemos 
ordenar normalmente os operadores que aparecem na Hamiltoniana, e explicita- 
mente separarmos a divergencia constante, que representa a energia de ponto zero 
dos osciladores, da seguinte forma 

■y oo 

H = ^ E : «m«- m : -a. ( 145 ) 

m=— oo 



onde das relagoes de comutagao ( |143| ) temos 



D — 2 00 

a = — J> (146) 

/ n=l 

Podemos regularizar esta divergencia escolhendo um metodo particular chamado 
regularizagao da fungao (, com ((s) = Yl^=i n ~ S i que e analftica para s = — 1. 
Entao 

« = C(-D = — (147) 

O estado fundamental, ou vacuo da corda, e definido por 

<|0;p) Q = 0, n>0, (148) 
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e 

Pl p \0;p)a=P%p}a. (149) 

Iremos frequentemente nos referir ao estado |0;p) a como |0) a em situagoes onde os 
momentos da corda nao tern importancia. Estados excitados, vetores no espago de 
Fock, sao criados por aplicag5es sucessivas dos operadores de criagao (ajjt = ct l _ n1 
n > 0, no estado de vacuo |0) a . 

Os estados fisicos de uma partfcula podem ser classificados de acordo com sua 
massa. As massas sao autovalores de um operador massa relacionado com o mo- 
mento de uma partfcula pela condigao de concha de massa: M 2 = —p^p^. O 
quadrado da massa da corda e o autovalor do operador M 2 definido como 

M 2 = p^p^ 

= 2p + p~ - p i p i 

= 27rTH gcl -(j)Tai ) al ) 

= nT ( jr : a l m a l _ m : -2a - a l a l j 

\m=— oo 

= 7rT lj2 : a m a -m : ~ 2a 

= 2nT(N-a), (150) 



onde 



oo 



N = V ct a { 



m=l 

e o operador numero usual que conta o mimero de excitag5es no estado. Esta e a 
mesma condigao de concha de massa encontrada no tratamento covariante, exceto 
que somente os modos transversals contribuem para N. 

O quadrado da massa da corda no estado fundamental, (N — 0), e 

M 2 |0) = -20Ta|O) = M 2 |0). (151) 

Como a > 0, isto nos conduz a uma teoria nao-causal, uma vez que o vacuo possui 
o quadrado da massa negativa. A particula representada por este estado e chamada 
de tachyon. 
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No calibre de cone de luz, quantizamos somente os graus de liberdade dinamicos, 
excluindo entao a possibilidade da existencia de estados de norma negativa (fantas- 
mas). No entanto, para quantizarmos somente estes graus de liberdade dinamicos 
quebramos a covariancia de Lorentz manifesta. 

Agora, vamos examinar o primeiro estado excitado, ou seja, urn estado contendo 
uma excitacao transversal de urn oscilador, a!_ 1 |0) Q , . Este conjunto de estados 
forma urn vetor com D — 2 componentes fisicas transversalmente polarizadas. A 
falta de componentes longitudinals e a eliminagao de duas componentes nao fisicas 
via transformagoes de calibre, como no caso do foton no calibre de Coulomb, e uma 
caracteristica de campos de massa nula. Isto implica que este estado deve possuir 
massa nula se a invariancia de Lorentz for mantida. A massa deste estado e obtida 



aplicando o operador de massa ( |150| ) no vacuo |0) a e resultando o seguinte autovalor 



M 2 = 2nT(l — a). (152) 



O estado tera massa nula somente se a = 1. Portanto, da equagao ( |147| ) obtemos 
que a dimensao do espago-tempo e D = 26. 
Os geradores de Lorentz sao 

= f daM? u = f da {X^P V T - X U P?) , (153) 
Jo Jo 

onde M^ u e a componente r da corrente conservada associada a simetria de Lorentz 
da agao da corda. Classicamente, estes geradores satisfazem a algebra de Lorentz 

[M^, M ap \ = ir] ua M^ p - ir] pa M up - irf p M^ + irf p M vo '. (154) 

Esta simetria pode ser verificada se fizermos uma transformagao infinitesimal de 
Lorentz, 5X P = 5A pu X u , na agao da corda. Uma vez que esta e uma operagao de 
simetria, 5S = 0, a corrente e conservada. M pv e a carga associada a esta corrente. 

No calibre covariante onde a componente r da corrente de momento e dada por 
P p = TX P , os geradores de Lorentz sao 

M pv = T da(x p X v - X V X P ) . (155) 
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Substituindo os modos de expansao dos campos X M , equagao fl57|) nesta expressao 
e efetuando a integragao obtemos: 

OO 1 

AP" = x^f - iy - iJ2 - (a-n< - <*_„<) • (156) 

n=l n 

Classicamente, as componentes M~ % destes geradores satisfazem a seguinte relagao 
de comutagao 

[M~\ M~ j ] = 0, (157) 
e o comutador quantico correspondente e 



2°°r / 1 \i 
IM", ^\ = £ h ( 1 " " 2)) + - {-JD - 2) - „)] (a'_ 



71=1 



24' V m V24 

(158) 

Para a teoria permanecer invariante por transformagoes de Lorentz, o lado direito 
deste comutador deve ser zero. Para isto, devemos ter a dimensao crftica do espago- 
tempo D — 26 e a — 1. 

Agora, analisaremos a corda fechada no calibre de cone de luz. Esta analise 
seguira a mesma linha que a usada para a corda aberta. Os modos de expansao da 
corda fechada sao dados pela equagao fl58l). No calibre de cone de luz, a componente 
X + do campo ainda e dado pela equagao ( |121| ). Isto implica, se compararmos as 
equagoes (|58"D e (|121|) , que 

< = fa = (159) 

para n ^ 0. Podemos subtrair a equagao ( |130| ) da ( |131| ) para obter a seguinte 
combinagao entre os vmculos de Virasoro: 

X- - X~' = - J— (x* - X'Y . (160) 



4a p 

A componente X~ da expansao da solugao X M no calibre covariante e 

X~{r, a) = X r (t, a) + X^r, a), (161) 

onde 

Xn = \x~ + a'p-(r - a) + -J^ £ -a~ e -*»<~0 (162) 
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XI = \x~ + ap-{r + a) + £ I/^e"*^. 



n 



(163) 



Entao, substituindo esta solugao nas equagoes de vinculo Ql32| ) e Ql60| ), teremos, 
respectivamente 



X-+X-' = V2^(a -{3q) + 2V2^ £ {3~e 



-2tn(r+(r) 



(164) 



x- -x- 

onde definimos 



/ 2c7( / 9 - a ) + 2a/2c7 a n e" 



-2m(r— cr) 



a o + A) — P v2c7. 
Analogamente para o caso da corda aberta, podemos definir 

«0 = A) = o 



(165) 
(166) 

(167) 



e, a partir dos vinculos, obter as componentes a t e P l em termos das componentes 
a\ e PI, respectivamente, como segue: 



1 



Oil 



'2a'p + n 



J CO 

-co V 2" n= _oo 



(168) 



Desta forma, a Hamiltoniana classica (|139|) no calibre de cone de luz para a corda 
fechada e 

CO 

(169) 



H lcg = 2ap + p = ]T + 



e a expressao classica para o quadrado da massa da corda aberta e 



M = p% 

= 2p + p~ — p % p l 

CO 

= 4ttT£ (<al m + ^/3; 



(170) 



m=l 
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Para quantizarmos a corda fechada, precisamos impor relagoes de comutagao 
analogas as relagoes ( |142| ). Entao, se substituirmos a componente i da solugao para 



a corda fechada, equagao (|58|), obtemos as seguintes relagoes de comutagao entre os 
osciladores 

[<. <] = IPl PL] = n5 i] 5 n+m e [o> , = 0, 

onde «L„ e /?!_„ para n > atuam como operadores de criagao e, a l n e j3 l n como 
operadores de destruigao. Como na quantizagao aparecem problemas de divergencia, 
precisamos introduzir o ordenamento normal em todas as quantidades definidas 
anteriormente em termos dos operadores de criagao e destruigao. 

oo 

a7 = — E : ala 1 _ : —a 

v / 2c7»+ 

V y n=— oo 
i oo 

V -^Q! P ra=— oo 

oo 

# = E «>-n : + : : -2a) 

n=— oo 

M 2 = 4itT(N + N -2a), 

onde 

oo oo 

^ = E a-X e iV = E 

n=l n=l 

Como na teoria para a corda aberta, a exigencia de que no calibre de cone de 
luz a teoria seja invariante por Lorentz requer que D = 26 e a = 1. Para a corda 
fechada, o estado de vacuo que satisfaz 

<|0) a |0) /3 = ^|0) Q |0) /3 = 0, n>0 (171) 

e um tachyon. O proximo estado permitido possui um modo de excitagao para a 
direita balanceado por um modo de excitagao para a esquerda, 

a!. a /3i 1 |0) o |0> i9j (172) 
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e possui massa nula. Podemos tambem tomar uma combinagao de estados que seja 
simetrica e de trago nulo e que se transforme como uma particula de spin 2 sem 
massa. Esta combinagao de estados e a seguinte 

+ - \0)a\%, (173) 

e a identificaremos com o graviton. O trago do estado escalar o l _ l (3 l _ 1 \Q) a \Q) p e 
chamado de dilaton. Os estados restantes no espectro da corda fechada sao massivos, 
M 2 > 0. 

A corda aberta livre nao contem o graviton. Quando adicionamos interagoes, 
uma corda aberta pode auto-interagir juntando suas extremidades. Deste modo, 
uma teoria corda aberta com interagao contem necessariamente um setor de 

corda fechada, e deste modo, o graviton. 

3 Dinamica de Campos Termicos 

Geralmente, nao encontramos na natureza sistemas completamente isolados, mas 
sim em contato no mmimo com um reservatorio termico (estes sistemas podem 
estar tambem em contato com um reservatorio de particulas). Deste fato, surge a 
necessidade de termos uma teoria de campos a temperatura finita para descrevermos 
tais sistemas. 

Existem diversos formalismos para se introduzir temperatura em teorias de cam- 
pos. Aqui, em particular, apresentaremos o formalismo desenvolvido inicialmente 
por Umezawa e Takahashi Q conhecido como Dinamica de Campos Termicos (DCT). 
Neste formalismo e definido um vacuo termico, |0 (/?)), tal que o valor esperado neste 
vacuo de um operador Hermitiano A coincida com sua media estatistica 

(A) = Z-\P)tr [e-^A] = (0(/3)|A|0(/3)), (174) 

onde TC = H — fiN, Z(f3) = tr \e~^ n \ e (3 = sendo H a Hamiltoniana total, \l o 
potencial qmmico, iV o numero de particulas e ks a constante de Boltzmann. Esta 
ideia foi inspirada na proposta de Matsubara de que, a media estatistica de um 
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operador (A) tern propriedades semelhantes as do valor esperado deste operador no 
vacuo (0|A|0) em teoria quantica de campos. Como veremos, estados de vacuo em 
diferentes temperaturas sao conectados uns aos outros atraves de uma transformagao 
de Bogoliubov. 



3.1 Dinamica de Campos Termicos - Formalismo Canonico 

A ideia central em DCT e expressar medias estatisticas de uma variavel dinamica 
A como o valor esperado deste operador em um vacuo dependente da temperatura 
|l|, H, Sendo assim, devemos construir tal vacuo de modo que a equagao (|174|) 
seja satisfeita para uma variavel dinamica arbitraria A 

(0(P)\A\0(P)) = Z~\P) J2(n\A\n)e-^, (175) 

n 

onde, por simplicidade, iremos supor que os autovalores de TC sao discretos e sua 
equagao de autovalor e dada por TC\n) = uj n \n). Os auto-estados \n) sao ortonor- 
malizados de modo que (n\m) = 5 nm . 

Expandindo o estado de vacuo |0(/3)) em termos de uma base |n) do espago de 
Hilbert na forma 

W)) = E \n)(nW)) = (176) 

n n 

onde usamos a completeza do nosso espago de Hilbert, e substituindo no lado es- 
querdo da equagao (|175|) , obtemos 

n m n 

52f*([3)U(3)(n\A\m) = Z~\(3) 5>|A|n> e -*"», 

n,m n 

Y.f:(P)UP)(n\A\m) = Z-\P)Y^Snm(n\A\m)e^\ 

n,m n,m 

/ n *(/3)/m(/3) = Z~\fi)e-^b nm . (177) 



48 



Esta relagao nao faz sentido, pois os coeficientes da expansao ( |176| ) sao escalares 
complexos e estes nao possuem a propriedade de ortogonalidade entre si como ex- 
pressa esta relagao. Portanto, se mantivermos o espago de Hilbert original, tal 
estado (|0(/9))) nao podera ser construfdo. No entanto, a relagao (|177|) mostra uma 



estrutura vetorial (ortogonalidade) e, portanto, os coeficientes da expansao devem 
ser vetores. Em outras palavras, o estado |0(/?)) devera ser urn vetor expandido por 
|n) e f n ((3). 

Para construirmos urn estado que satisfaga a equagao ( |175| ) devemos dobrar os 



graus de liberdade da teoria. Isto e feito introduzindo urn sistema dinamico nao 
fisico representado por urn estado \m) (chamado de espago til) ortogonal e com as 
mesmas caracteristicas do sistema fisico original, por exemplo, energia, mlmero de 
particulas. Denotaremos, entao, todas as quantidades associadas a este sistema nao 
fisico com um til. A Hamiltoniana deste sistema 7i e o espago dos vetores de estado 
|n) obedecem as seguintes relag5es 



H\n) = uj n \n), (n\m) = 8. 



mm 



onde, como definimos anteriormente, w„eo mesmo do sistema fisico. 

O vetor de estado do sistema total e construfdo a partir do produto direto dos 
vetores de estado de cada um dos sistemas, fisico e nao fisico, \n,m) = \n) <g> \m). 
Desta forma, os elementos de matriz dos operadores A e A sao dados respectivamente 
por 

(m,n\A\n ,m) = (n\A\n)5 mm ', (m, n\A\n , m ) = (m\A\m )S nn r. (178) 
Definindo o coeficiente vetorial da expansao (|176 ) como 



W) = e-^ 2 Z- 1 / 2 (P)\n), (179) 

podemos verificar que a relagao ( |177| ) e satisfeita: 

= e-^ 2 Z- l '\P){n\e~^ 2 Z- l l\P)\m) 
= e-a (Un+Wm) Z -1 (/3)(n|m) 
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Ainda, usando a definigao ( |179| ), podemos construir o estado de vacuo termico a 
partir da equagao ( |176| ) como segue: 

\Q(J3)) =Y,e- fiUn/2 Z- 1 P(j3)\n) ® \n) = Y j e~ Pu)nl2 Z~ 1 ' 2 {(3)\n,n). (180) 

n n 

A expressao da fungao de partigao Z(/3) = J2 n e~^ n (n\n) = tr [e~^ w ] pode 
ser obtida exigindo-se que o estado |0(/3)) satisfaga a condigao de normalizagao 
<0(/3)|0(/3)> = 1 como segue 

(0(/3)|0(/3)) = ^e-^ 2 Z- 1/2 (/3)(n,n\J2^ m/2 Z~ 1/2 ((3)\m,m) 

n m 
n,m 

= Y,e-^ + ^ ) Z- 1 (f3)(n\m)5 nm 
= , £e- f>u »Z- 1 (J3)(n\n) = l. 



Obtemos entao 



Z(/3) = 53e-^(n|n) = tr [e~ m }. (181) 



Verificaremos, agora, que o valor medio de um operador A no estado de vacuo 
termico obtido, equagao ( |180| ), esta de acordo com a hipotese de Umezawa, eq. (|175|) 

(0(/3)|A|0(/3)) = Z-^^Y.e-^^inMAZ- 1 ' 2 ^)^'^' 2 ^^) 

n m 
n,m 

= Z-\(3)Y;Z~^ n (n\A\n). 

n 

Podemos notar que na construgao dos estados |0(/3)) aparece o produto direto 
dos vetores \n) e |n), e como verificado acima, o vetor |n) seleciona o elemento 
diagonal do observavel A. 

Portanto, mostramos que podemos introduzir um estado de vacuo dependente da 
temperatura tal que a media estatfstica de qualquer operador pode ser identificado 



50 



com o valor esperado do operador neste estado. Mas, isto implica obrigatoriamente 
em uma duplicagao do espago de Hilbert. Por outro lado, a vantagem se encontra no 
fato de que podemos usar as tecnicas de uma teoria de campos a temperatura nula 
nesta teoria a temperatura finita. Usaremos agora um sistema de bosons livres como 
exemplo para ilustrar como construir um conjunto completo de vetores ortonormais 
ao qual pertence o vetor |0 (/?)). Veremos tambem como construir o espago de Fock 
usando este exemplo. 

3.2 Ensemble de Bosons Livres com Freqiiencia u 

Vamos agora detalhar o formalismo da DCT atraves de um exemplo simples. 
Consideremos um oscilador bosonico de freqiiencia u descrito por um par de variaveis 
complementares a e nao Hermitianas, cuja Hamiltoniana e 

H = ua^a, (182) 

com a e a) satisfazendo as seguintes relag5es de comutagao 

[a, a'] = aa) — a) a = 1 e [a, a] = [a', a*} = 0. (183) 

O espago de Hilbert e de dimensao infinita e os auto-estados de H podem ser 
construfdos baseados nas relagoes de comutagao ( |183| ). Os estados serao rotulados 
por um indice inteiro n: 

n = 0,1, 2,..., oo. (184) 

Partindo do estado \n), encontramos que a/\n) e a\n) sao tambem auto-estados da 
Hamiltoniana, mas com o autovalor da energia deslocado de um quantum, ou seja, 

HaJ\n) = uxvaa^n) = ua'(l + a*a)\n) = (u n + u)a*\n) (185) 

c 

Ha\n) = (uj n — L))a\n). (186) 



H\n) = LO n \n) 
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O estado fundamental |0) e definido como sendo o estado de menor energia 
possfvel, que implica em 

a|0) = 0. 

Qualquer auto-estado do oscilador pode ser construido atraves de aplicagSes suces- 
sivas do operador de criagao, a\ no estado fundamental, ou seja 

|n) = 4r( at ) n l°>- 

Vn! 

Portanto, o conjunto de estados ortonormais e 

|0>, 4r at l°) = l 1 )' ^a^\0} = \2), ^=(ar\0) = \n)... . 
Vl! v2! yn\ 

Mostraremos agora como construir o vetor de estado |0(/3)) para este sistema. 
De acordo com a nossa discussao geral da DCT feita na segao anterior, devemos 
introduzir um sistema ficticio, identico ao sistema original, descrito pela Hamiltoni- 
ana 

H = ua)a, 

onde a e a) satisfazem as mesmas relagoes de comutagao expressa pela equagao ( |183|) 

[a, a'] = 1 e [a, a] = [a', a'] = 0. 

Assumimos ainda que todas as variaveis complementares do sistema real comutam 
com as variaveis do sistema ficticio, ou seja, 

[a, a] = [a^cr] = [a, a'] = \a\a\ = 0. 

Analogamente ao sistema fisico, teremos que os vetores de estado ortogonais sao 

|0), 4r3t|6> = |T>, A=a^$) = \n), 4r( st ) n |0) = \n) . . . 
Vl' V2! vn! 

e, como o sistema ficticio deve possuir as mesmas caracteristicas do sistema fisico, 

os autovalores da Hamiltoniana H sao nut, onde n = 0, 1, 2, . . . , oo . Os vetores de 

estado ortogonais do sistema composto (produto direto dos estados |n) e |n) ) serao 

|0», fl t|0», 2t|0», at^|0», i-(at)«(at) n |0)},... (187) 

n\ 
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onde estamos denotando 

| ,0) = |0)<g>|0) = |0)). 

Assim sendo, podemos construir o estado |0(/3)), como indicado pela equagao 
da seguinte forma 

W)) = E^" /2 ^" 1/2 (/5)|n,n) 

n 

= ^e-^ /2 Z- 1/2 (/3)^-(a t ) n (a t ) n |0)). (188) 

n n - 

Podemos ainda obter a fungao de partigao para este sistema, exigindo a ortonor- 
malizagao do estado \0(/3)) encontrado 

(0(/3)|0(/3)) = Z- 1 (/?)E((0|^(a) n (a)"e- /3( ^ +w ™ )/2 ^ j (a t ) m (a t ) m |0)) 

m,n n - m - 

= Z- X {Q) Y ((0|^ T (a) ri (a) ri e-^ +a; " l )/ 2 ^ 7 (a t ) m (S t ) m |0)) 
^ n] - ml 

= Z _1 (/3)£;e-^^ )/2 (n,n|m,m) 

m,n 

= Z-\(3)J2e-^" + ^ 2 (n\m)5 m , n 

m,n 

= Z-\P)ye-^ n (n\n) 

n 
n 

= Z'\(3) =- = 1, 



de forma que 



m 1 



1 - e-P" ' 

Usando esta fungao de partigao, e rearranjando os termos, podemos reescrever o 
estado de vacuo termico, equagao (|188|) , na forma 

/ 00 a 1 

W)) = ^l-e-^J2e~^-(aW) n \0}} 

n=0 U - 
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l-e-^exp(e-^a^) |0)). 



Mostraremos agora que o estado de vacuo termico |0(/3)) pode ser mapeado no 
vacuo total |0)) em T = por uma dada transformagao de Bogoliubov. Para isto 
definimos 



u((3) = (1 



-j3ua 



1 + f B (u) = cosh0(/3) 



= (e^ - = // fl ( W ) = sinh£(/3) 
onde /b e a distribuigao de Bose |I5| . Podemos entao verificar que 

« 2 (/3)-i; 2 (/3) = l. 

Usando estas defmigoes, podemos escrever o vetor de estado |0(/3)) como 



u(fi) 1 exp 
exp 



-/3u)/2 



|0» 



1/2 



1), 



(1-e 



|0» 



= ^^expf^jata^lO}), 

onde usamos as equag5es para e t>(/3) definidas anteriormente. 
Podemos ainda definir o seguinte operador Hermitiano 

G(6) = G{6) ] = -i6{(3){aa - altf), 



(189) 
(190) 

(191) 



(192) 



onde 9(f3) e um parametro real que depende da temperatura definido em ( |189| ) e 
( |190p , tal que o operador U(9) = e~ lG ^ seja unitario. Este operador gera o vacuo 
termico a partir do espago dobrado como segue 



W)) 



-iG(6) 



|o»- 



(193) 
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A transformagao que liga o estado de vacuo termico ao vacuo duplicado a tempe- 
ratura nula e chamada de transformagao de Bogoliubov, equagao ( |193| ), e o ger- 
ador desta transformagao, equagao (|192|) , e chamado operador de Bogoliubov. Esta 
afirmagao de que o estado |0(/3)) pode ser colocado na forma ( |193|) esta demonstrado 
no apendice A. 

Dadas as seguintes relagoes de comutagao 

[G, a] = -i6{p)a\ [G, a] = -i9(J3)a\ [G, a f ] = -i9(/3)a, [G, S f ] = -i6{(3)a 

podemos ver que os operadores de destruigao na temperatura finita sao tambem 
gerados por estas transformag5es unitarias, transformagSes de Bogoliubov, como 
segue 

a(p) = e~ iG ae iG 

= a - ±[G,a] + ^-[G, [G,a\] - ^-[G, [G, [G,a]\] + { ^[G, [G, [G, [G,a]}}] + .... 
= cosh6({3)a-smh6({3p 

= u(j3)a - v{j3)a} (194) 



iG~AG 



a(p) = e~ lG ae 



% r „ (i) A 



a ~ ^[G,a] + ^-[G, [G,a]\ ~ ^[G, [G, [G,a]}} + ^[G, [G, [G, [G,a]}}} + .... 



= IS ^rJ °" IS ^TT)f J ° 

= cosh #(/?)a-sinh #03)0+ 

= u(/3)a - v((3)a^ (195) 
e seus Hermitianos conjugados (operadores de criagao) sao respectivamente 

a t(/3) = e~ iG ae iG = u((3)a j - v(j3)a, (196) 
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a\f3) = e~ lG a)e iG = u{(3)a) - v{f3)a. (197) 

Abaixo estao expressos a e a) em termos dos operadores termicos, os quais foram 
obtidos simplesmente invertendo as equag5es (|194|) , ( |195| ), ( |196| ) e (|197| ) 



a = u(p)a(P) + v{(3)a){(3) , a f = u(f3)a)(f3) + v{(3)a{(3) 

a = u(P)a(J3) + v(f3)a\(3) , a f = u(0)a\p) + v((3)a((3). 
Os operadores termicos podem tambem ser obtidos de urn modo geral se definir- 



mos o seguinte dubleto como 

< ( 



A = I a I , (1981 



entao po demos escrever 



a{(3) 



M V) ----- | ^ J =U(6)Arf((f) = U((f)A 

coshfl(/3) -sinh0(/3) \ f a 
-sinh0(/3) cosh0(/3) J \ a f 

com 0(/3) dado por ([189]) e ([M]) e 



(199) 



, cosh0(/3) -smh0(/3) \ = / u(f3) -v{fi) \ 
1 -sinh0(/3) cosh0(/3) J V -^(/3) / 

A media estati'stica do operador numero N = a^a pode ser calculada usando os 
operadores dependentes da temperatura, isto e, 

W)Wa\0((3)) = <0(/3)| (u((3)a\(3)+v(P)a((3)) (u(P)a(P) + v((3)a\P)) |0(/3)> 
= (0({3)\u 2 ((3)a\{3)a({3) + v 2 (f3)a(f3)rf(f3) 
+ u(P)v((3) (at(/3)2t(/3) + a(/3)5(/3)) |0(/?)> 

= t; 2 (/5)(0(/?)|0(/5)) = t; 2 (/5) = ^- T = / B (/5) (201) 
que e exatamente a distribuigao de Bose que aparece nas equagSes (|189|) e (|190|) . 



Vemos que a construgao de Umezawa nos conduz a um resultado conhecido da 
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mecanica estatistica. Mais adiante, obteremos outros resultados, tais como a en- 
tropia e a energia livre de Helmholtz. 

Definidos os operadores de criagao e destruigao termicos, podemos mostrar que 
o vetor de estado |0(/3)) e realmente o vacuo termico, pois 

a(/3)|0(/3)) = e- iG ae iG \0{f3)) = e- iG ae iG e~ iG \Q)) = e~ iG a\0)) = (202) 

c 

a(p)\0(J3)) = e- iG ae iG \0{(3)) = e~ iG ae iG e~ iG \tt)) = e~ iG a\0)) = 0, (203) 

onde usamos as transformagSes de Bogoliubov, equagSes ( |193| ), ( |194j ) e ( |195|) , para 
obtermos o vacuo e os operadores de destruigao termicos em termos dos respec- 
tivos operadores a temperatura nula. Verificamos portanto que o estado |0(/3)) e 
aniquilado por operadores de destruigao termicos. Podemos entao pensar neste como 
sendo um estado de vacuo termico. Finalmente, podemos construir o espago termico 
de Hilbert atraves de aplicagoes sucessivas dos operadores de criagao termicos no 
vacuo termico. Das equagoes ( |189j ) e ( |190| ), podemos ainda obter 



tanh^(^) = e-^ /2 (204) 
de modo que (|202|) e ( p03| ) possam ser escritas, respectivamente, da seguinte forma: 



a\0(P)) = e-M 2 a*W)) = e-W 2 tf\0(P)) (205) 



a\0(p)) = e-^ /2 a)W)) = e-^ /2 a ] W)). (206) 

Juntas, elas conduzem as regras de conjugagao til que serao apresentadas adiante. 

No entanto, tais vetores de estados nao sao auto-estados das Hamiltonianas 
dos sistema fisico e ficticio, entretanto podemos construir uma nova Hamiltoniana 
[H] envolvendo H e H da qual estes sao auto-estados. Usando as equagoes que 
nos fornecem os operadores em T = em fungao dos operadores em T ^ e a 
equagao ( |191| ) podemos escrever esta nova Hamiltoniana como 

H = H -H = oo (a ] a - a f a) = u ^((3)a((3) - a t (/3)S(/3)) . (207) 



57 



Isto mostra que a Hamiltoniana total e invariante por transformagoes de Bogoliubov, 
logo, o gerador e conservado 

[G,H] = 0. (208) 

Podemos pensar nesta Hamiltoniana como sendo a que governa a dinamica do sis- 
tema combinado (real e fictfcio). 



4 Formalismo Lagrangeano para os Campos Livres 



Na segao anterior, estudamos um sistema quanto-mecanico simples a tempera- 
tura finita no formalismo da DCT. Agora, iremos analisar uma teoria de campos a 
temperatura finita neste formalismo. Como exemplo, vamos considerar um campo 
de Schrodinger em 3 + 1 dimens5es. Para isto, faremos uma breve exposigao dos con- 
ceitos de campos classicos e quantizagao canonica dos campos usando como exemplo 
o campo de Schrodinger. 

Consideraremos um sistema descrito pela densidade de lagrangeana do campo 



de Schrodinger |L6[ livre 



C(x , t) = i*p*ip - —Vip*V^. (209) 
2m 

Neste caso, devemos considerar as fungoes ip(x,t) e ip*(x,t) como campos indepen- 
dentes. Fazendo a variagao da agao, obteremos duas equagoes independentes de 
Euler-Lagrange 



dC dC d dC _ dC dC d dC _ 

dip 0(VV>) dt ip ' dip* d(V*p*) dttjj* ~ ^ ' 

Podemos verificar que estas equagoes de Euler-Lagrange nos conduzem as seguintes 
equag5es de movimento 

^ ^ 4 = -—W^ e i^JLvV, (211) 
dt 2m V dt 2m ^ ' y 1 
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que sao respectivamente a equagao de Schrodinger livre e seu complexo conjugado. 
Para introduzirmos o formalismo Hamiltoniano, sera necessario introduzirmos os 
campos canonicamente conjugados associados aos campos ip(x,t) e ip*(x,t) que sao 
respectivamente defmidos por 

dC dC 

4>{$,t) = -j = W&t) e ( p*(x,t) = - r = 0, (212) 
dip dip* 

portanto, existem somente dois campos independentes ip(x, t) e (p(x, t). A densidade 
de Hamiltoniana e 

H = (pi)-C = ^-Vip*V^p (213) 
2m 

que depois de uma integragao por partes nos conduz a Hamiltoniana 

H = J d z xH = J d 3 xip*{x,t) (~^V 2 ) ip(x,t). (214) 
Os colchetes de Poisson a tempos iguais sao 

{ip(x,t),(p(x f ,t)} = S 3 (x-x f ), (215) 

{iP(x,t),ip(^,t)} = {0(x,t),0(x',t)} = 0. (216) 

No processo de quantizagao canonica, os campos classicos ip(x,t) e 4>(x,t) sao 
trocados pelos operadores ip(x,t) e <fi(x,t) = iffi(x,t), onde o campo complexo 
ip*(x,t) foi trocado pelo operador de campo Hermitiano adjunto ip\x,t). Trocamos 
tambem os parenteses de Poisson por comutadores de acordo com a relagao 

{ , } — \\ , ]■ (217) 
Desta forma, as relag5es de comutagao a tempos iguais sao 

$(x, t),ip\x' } t)] = 5 3 (x - x ) (218) 

[iP(x,t)J(x',t)} = [ft(x,t),ft@,t)] = 0- (219) 

Este procedimento e chamado Princi'pio da Correspondencia [ l7| . A evolugao dinamica 
dos operadores de campo e dada pelas equagoes de movimento de Heisenberg 

i# = $,H] e i4>=[cj>,H]. (220) 
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Usando as relagoes de comutagao para os operadores de campo, e estas equagoes 
de movimento, podemos obter a equagao de Schrodinger. Para verificarmos isto, u- 
saremos T> x como abreviagao para o operador diferencial de Schrodinger livre definido 
como 

V x = — — V 2 (221) 
2m V ; 

entao 

zip = [j>,&\ 

d 3 x (^{x,t),ft(x',t)]V x 4(x, t) + ft(x' ,t)V xf [ij(x,t),ij(x' ,t)]' 
= Vj(x,t). (222) 

Portanto, o operador de campo tambem satisfaz a equagao de Schrodinger livre e 
dependente do tempo 

;fr = ^ (223) 

Introduziremos o sistema fictfcio (denotado com til), o qual e descrito pela den- 
sidade de Lagrangeana convenientemente definida como [Q] 

C(x, t) = - — V^* V$. (224) 

2m 

A razao para o sinal negativo no primeiro termo da densidade de Lagrangeana acima 
tornarse-a claro em breve. O momento canonicamente conjugado ao campo ip(x,t) 
e dado por 

dC 

0(f } t) = — = -ii/>*{x, t) . (225) 
dip 

Como no caso do sistema fisico real, o momento canonicamente conjugado ao campo 
$*(x,t) e nulo, existindo somente dois campos independentes ip(x,t) e <f>(x,t). A 
densidade de Hamiltoniana para este sistema fictfcio e 

n = ^-C = — V^*V^ (226) 
2m 
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e os colchetes de Poisson a tempos iguais sao 

&(x,t)^(x',t)} = 5 3 (x-x'), (227) 
$(x,t),$tf,t)} = $&t),$tf,t)} = 0, (228) 

alem disso 

{4>(x,t),4>(a?,t)} = {i;(x,t),^(^,t)} = 0. (229) 

Analogamente ao processo de quantizagao canonica feito para os campos classicos 

do sistema fisico, '$(x,t) e <f>(x,t) sao trocados pelos operadores ip(x,t) e <f>(x,t) = 
~t 

iip (x,t). Desta forma, as relagoes de comutagao a tempos iguais sao 

t) , if (f , t)] = 5 3 (x-x) (230) 

fet),^(f,t)] = $(2,t),$\#,t)]=0 (231) 

e tambem 

[#M),^ (£',*)] = [^(f,t),^(f ,*)] = 0. (232) 

A evolugao dinamica dos operadores de campo e dada pelas equag5es de movimento 
de Heisenberg e conduz as equagSes Schrodinger livre. 

De agora em diante, trataremos somente do sistema quantizado, sendo assim, 
omitiremos o sfmbolo " para os operadores, e passaremos a usa-lo somente para 
notarmos quantidades relacionadas ao sistema total (fisico e flcticio), se houver 
alguma excessao deixaremos claro no texto. 

O sistema total e caracterizado pela densidade de Lagrangeana £(x, t) 

C(x,t) = C(x,t) - C(x,t), (233) 
e os momentos canonicos do sistema total sao 

Zt = itf(iB,t) , ?t = itf(x,t), (234) 
dip Qip 
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e a densidade de Hamiltoniana total e 

H = H-H= ^ (V^W - V^V$) . (235) 

A Hamiltoniana total e dada pela integragao sobre todo o espago das coordenadas 
da densidade de Hamiltoniana total, a qual denotamos como 

H = J d 3 x(H -H) = H-H. (236) 

Esta Hamiltoniana total tambem satisfaz as equagoes de movimento de Heisenberg, 
ou seja, 

t^ = [^,H} = [^,H} , 4=$,&\ = -$,H\. (237) 

Os operadores de campo de Schrodinger e ip, podem ser representados em 
termos de uma decomposigao de Fourier em uma base de ondas planas como segue 

iK*, = 4r E e &3 M*) = 4r E e^e-^aj; , (238) 

t) = 4r E = 4r E e-^e^Sj , (239) 

e seus respectivos Hermitianos conjugados sao 

1 ^ : t.x.*... 1 



^(£, t) = -=E e~ lk %(t) = ~t= E e- lfc -V^at , (240) 
fc ^v 7 k 



t) = -j= J £ l e^l(t) = -L £ e ^ e -*-s*4 (241) 



fc v " fc 

onde a energia e discretizada e dada por cj^ = j^-, devido ao fato da quantizagao ser 
realizada em uma caixa cubica de volume finito V (constante de normalizagao) do 

— * 

espago que nos conduz a valores discretos de k. Usando estas expansoes em termos 
das componentes de Fourier (operadores de criagao e destruigao), a Hamiltoniana 
total H pode ser escrita como 

# = E^(4 a *-4 5 *)- ( 242 ) 
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O espago de Hilbert para o sistema combinado e construido de maneira seme- 
lhante a da segao anterior, ou seja, podemos definir o vacuo termico como 

W)> =EE e " /S/S ^ 1/2 0?)l B S.fis). ( 243 ) 
n k k 

onde a fungao de partigao do sistema e agora dada por 

m = j: T z J ^- ( 244 ) 

k 

O gerador das transformagSes que nos permite mapear os operadores termicos nos 
operadores em T = e 

g = -*E%(4^-^)' ( 245 ) 

k 

o qual nos conduz formalmente ao operador unitario 

U(6) = e~ iG ^ = e -£s's(4H-"s°«\ (246) 

Este operador unitario ira conectar o vacuo termico ao vacuo original de um modo 
padrao (transformagao de Bogoliubov), ou seja, usaremos o gerador G dado pela 
equagao (|245|) para definir o espago de Fock transformado atraves do novo vacuo 

|0(/3)> = ^)|O03)) = e-* G |O» 

= exp (^2 %(44 ~ ^k a k) j 1°)) 

= n cx p (%(44 ~ a fc s fe)) 

it 

= J] [cosh" 1 ^) exp (tanh%(/3)44)] |0». (247) 



onde 



ujtf) = (1 - e-^)-l = JT+fM^) = cosh%(/3) (248) 



= (e** " 1)"* = V^M = Binh W (249) 
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Usando as equagoes ( |194p e ( P-95| ), podemos verificar que estes operadores podem 
ser mapeados na forma 




a h 
4 



cosh%(^) -sinh%(/5) 
-sinh%(/3) cosh%(/3) j I St 



(250) 



com dado por ( |248| )e ( [249] ) . Alternativamente, isto pode ser escrito em termos 
das variaveis de campo como segue: 

) = u (e) ( M*) ) = ( -sinh%(/?) \ ( ft® 

i>l(t,(3) ) {k) { ijt(t) ) { -sinh%(/3) cosh%(/3) ) \ fi(t) 

(251) 

Podemos ainda escrever esta ultima expressao na forma de duas equagoes, a saber, 
o s C9) = e- lG a^ G = a fc -cosh%(/3) - a\ sinh %(/3), (252) 

5 5 C9) = e- jG a^ G = % cosh %(/3) - at sinh %(/?) . (253) 

e substitui-las na Hamiltoniana total, equagao ( |242|) , e usar a equagao ( |191| ) para 
mostrarmos que, como no caso da Hamiltoniana total particula dada pela 

equagao ( |207| ), a Hamiltoniana total e invariante por transformagoes de Bogoliubov 

H = E "5 (al((3) H (/3) - 4C9)5 S C9)) (254) 

e portanto o gerador e conservado 

zG = [G, H] = 0. (255) 

Os estados de uma particula sao at(/3) |0(/?)) = e~ iG aie iG e~ iG \0)) = e" iG at|0)), 
aU0)\O(/3)) = e~ iG ate iG e"* G |0)) = e~* G at|0)), e assim por diante. Notemos entao 
que nao somente o estado de vacuo pode ser obtido por uma transformagao de 
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Bogoliubov, mas tambem qualquer estado de partfcula. Ainda, usando a propriedade 
a\0)) = a|0)) = 0, podemos verificar que o estado |0(/3)) e realmente o vacuo termico: 

aMW)) = e- iG a^ G e" 4G |0)) = e~ iG H \0)) = 0, (256) 

HP) W)) = e" l %V G e- 4G |0)) = e"*%H0» = 0. (257) 

Se substituirmos a equagao ( |252| ) em ( |256| ) e no resultado obtido substituirmos 
a transformagao inversa da equagao (|252|) obtemos um resultado importante rela- 
cionado ao novo estado de vacuo: 

4(«i°(«> = ^om a ^ = as^otfW- (»») 

Da mesma forma, podemos substituir a equagao ( |253|) em ( |257|) e em seguida a 
transformagao inversa de (|253|) no resultado obtido por esta substituigao e obtermos 

4<« w» = ^s4o3) 4|0(i3)> = sihW ,,|0<w> - (259) 

Alem disso, da invariancia da Hamiltoniana total temos 

H\om = J2^ k (4(P)°>M - 40 9 W)) W)> = °- ( 26 °) 



fc 

Defmindo o operador mimero total de particulas N como 
N = N — N = Y(atat ~ ato ' 

^ v fc K A; 



k 

£ [u 2 (P) (403)a 5 G9) - 409)0509)) - ^ 2 (/?) (4(/?K(/3) - 4(/3)%(/3) 



= E [(« 2 (0) - AP)) (409)a s ()9) - 409)5^); 

= E (4o 3 )°s0 3 ) - 4^)^)) ( 261 ) 

fc 

onde usamos a equagao ( |191| ). Desta forma, a Hamiltoniana total pode ser escrita 
como 

^ = E% (262) 



65 



onde Nj: = aU(3)a^(/3) — al(/9)a^(/3). Logo, da equagao ( |26(J| ) temos urn importante 
result ado: 

W)\HW)) = W)\(H - H)W)) = (0(/3)|if |0(/?)> - (0(/3)|#|0(/3)) = (263) 
logo 

(0(P)\HW)) = W)\H\0(P)), (264) 

que demostra a nossa suposigao de que a energia do sistema fictfcio e igual a do 
sistema ffsico. Da equagao ( [26 1| ) obtemos ainda 

(0(/3)|A>|0(/3)> = (0(/3)\(N - N)W)) = (0(/3)|iV|0(/3)) - (0(/3)|iV|0(/3)) = (265) 

que resulta em 

(0(/3)|iV|0(/3)> = (0(/3)|iV|0(/3)) (266) 

ou seja, o sistema possui o mesmo numero de particulas fisicas quanto de nao fisicas, 
como tambem ja havfamos suposto. Alem disso, as expressoes ( P58| ) e (|259|) 
mostram que acrescentar uma partfcula fisica ao vacuo |0(/3)) e equivalente a elimi- 
nar uma partfcula nao fisica, a menos de um fator constante, e vice-versa. Portanto, 
a particula nao fisica pode ser interpretada como um buraco ou a falta de uma 
partfcula fisica. 

5 Entropia 

Nesta segao, obteremos duas grandezas de extrema importancia em mecanica es- 
tatfstica no formalismo da Dinamica de Campos Termicos, sao elas a entropia e a 
energia livre de Helmholtz. Para isto, defmiremos o operador 

K = -H ( a \ a k ln sinh2 W - a A ln cosh2 W) . ( 267 ) 

k 

onde o operador K pode ser obtido deste simplesmente pela troca de at e a^ por 
at e a^ respectivamente. Usando as relag5es de comutagao para variaveis bosonicas, 
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podemos escrever este operador na seguinte forma 

K = -2 ( a l a k ln tanh W) ~ ln cosh h 



(268) 



Usando esta definigao para o operador K definido em ( |267|) , o estado de vacuo 
1 (/?) ) dado por ( |247| ) pode ser expresso como 



k ) K k 



|0>> = e-*/ 2 exp£44 |0>>. 



Para demostrarmos isto, usaremos os seguintes resultados 

e- K/2 aU K/2 = tanh%(/5)at , e K/2 \0)) = JJcosh^lO)) , 



-^(4)>)>-n S ii4 M (4)>)>- 

Logo 

|0(/?)> = e -^ 2 exp^44|0}) 

k 

= e-^ 2 nexp(44)|0)) 



n 

k 
1 



(269) 

(270) 
(271) 



+ I[tanh % (^)]4e-/ 2 4 + I[tanh % 



2 a\a\e- K ' 2 

k k 



(4) : 



+ ^[tanh%(/?)] 3 444e-^ 2 (4) + . . . ^0)) 



3! 



1 



[tanh 6A(3)]a} 



n\cosh%(/3) ' 1! 



1 4+i[tanh%03)]W 



fcv ^ J ~ fc 'cosh%(/3p' ' 2! 

1 / ^3 



fc cosh%(/?) 



[tanh%(/5)] 3 444^7m (4) + • • • l°» 



n 



cosh%(/?) I 1! L k 



1 H — - fatal tanh #r 

1 L fc fc K 



i[at4tanh%( 



+ i[at4tanh%(/3)] 3 + ...}|0)) 
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ou seja 

W)) = R^hJW) e*p{44 tanh W} io» 

k ^ ' 

que e a mesma expressao obtida atraves do mapeamento com o operador de Bo- 
goliubov. Procedimento completamente analogo pode ser usado para mostrarmos a 



it e at 

k k 

Tambem e conveniente definirmos a quantidade 



validade da expressao com til, uma vez que at e at comutam. 



fc it 



que em termos da notagao usada na segao anterior e 

|/) =2|n,n). 



Usando esta quantidade, a equagao ( |269| ) pode ser escrita como 

W))=e- K ^\i) = e-^\I). 
Pode-se mostrar que o operador K = K — K satisfaz a relagao 

[K -K,G} = 0, 

com G dado pela equagao ( |245| ) . Uma outra propriedade envolvendo os operadores 
K e K aplicados no estado |0(/3)) e a seguinte: 

(K-K)W)) = {K-K)e- x \U)) 
= e~ iG (K -K)\0}} 

= -2 e -* G ]T(lntanh%(/3))(a^: - a^)|0)) 

k 

= 0. 

Ate o momento, nada foi dito sobre os valores assumidos pelo " angulo" 
que esta sendo considerado completamente arbitrario. Agora, iremos exigir que 
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o valor esperado no vacuo do operador H = J^k^^Nk seja constante e analisar 
quais as condigoes que 0A(3) deve satisfazer para que isto ocorra. Nestas condigoes 
calcularemos o valor esperado no vacuo do operador K. Usando a equagao ( |201|) 
podemos fixar o valor para 9^((3) da seguinte forma 

W)W\HW)) = = sinh2 W = "5. (272) 

entao calculando o valor medio de K dado pela equagao ( [267] ) obtemos 

(0(0) | JW)) = £ {(1 +n 5 )ln(l + n 5 ) -n 5 lnn 5 } = (K). 



Este resultado e proporcional a entropia calculada no sistema Gra-Can6nico||T5 
ou seja, 

S = k B J2 {(1 + K» ln(l + (n fc » - (n k ) \n(n k )} 

k 

onde n k representa o numero medio de ocupagao do estado k. Portanto, o valor 
esperado no vacuo do operador K multiplicado pela constante de Boltzmann (k B ) 
e a entropia do sistema fisico. Desta forma, iremos nos referir ao operador K como 
sendo o operador Entropia 

S = k B (K) = k B (0((3)\K\0((3)). 

Seja a energia livre de Helmholtz 

n = —TS + (H) — n(N) 

= ~(O(0)\K\O(fl) + (0(/?)|#|0(/?)> - n(O(fl\N\O(0)) 

= -ho((3)\K\o((3)) + (o(/3)\ ^ujfl^sW)) - v(m\Y< a hW)) 

" k k 

n R ) ln(l + n % ) - n R In n % \ + (eg - n)n n , (273) 



onde usamos a equagao ( |272j ). Supondo que o sistema esteja em equilibrio, ou seja, 
(H) = constante, entao 

* n = £ = o. 
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Como a variagao Srij: e arbitraria, temos que 

dQ 



0. 



Para calcularmos esta derivada, devemos usar a regra da cadeia 
dQ ^ dnp dQ 



dn k % dn k dn k' 



Da equagao ( |274| ) obtemos 

/3er = - In - 
M fc 1 + n 



onde ej: = luj: — e = sinh 2 Esta expressao especifica o angulo 

e nos fornece tambem a distribuigao estatistica de Bose. Observemos que estes 
resultados foram obtidos somente porque consideramos que o sistema esta no estado 
de equilibrio termico. 
Se escrevermos 

W)> = £v*ilM> 
% 

podemos verificar que 

WWW)) = ~Y.^n % 

k 

e, da normalizagao do estado |0(/3)), obtemos 

As express5es ( |258| ) e (|259|) podem ser generalizadas. Para isto, consideremos os 
funcionais 

F = J2J2 C $i, k 2 , ■ ■ • fc m ;Pi,P2, • • • ,p n )a\a\ 2 • • • 4 a pi a P2 • • • a Pn (275) 

m ' n k,p 
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c 



F = J2^ c *(h,k 2 ,...k m ]p 1 ,p2,...,Pn)al i ai 2 ...al a Pl af 2 ...ap n (276) 

m - n k,p 



onde CeC* sao coeficientes complexos. Entao as relagoes fl258| ) e ( |259| ) podem ser 
escritas genericamente na forma 

e K/2 F\0((3)} = e x/2 F t |0(/?)> 

e seu dual 

(0(/3)|Fe* /2 = W)\F^e K/2 . 
Para provarmos isto, inicialmente iremos definir 

A = a k a k • • • 4 m a pi a P2 • • • a p- ( 277 ) 

Usando as express5es (|258|) e ( |259| ) e o fato de que as variaveis bosonicas do sistema 
fisico comutam com as do sistema fictfcio, podemos escrever 

A = (tanh%4 m ) . . . (tanh%4 i )(coth%a A : m ) . . . (coth%S^)|0(/3)) (278) 

e, substituindo as equagoes 

e- x / 2 ate K / 2 = tanh%(/?)4 

e 

e -^ 2 a^ 2 = coth%(/5)a A : 

na equagao ( |278| ) obtemos 
mas 

e */ 2 |0(/3)} = e^ 2 [e^/ 2 |/)] = |/> = e K ' 2 \U{(3)). 
Logo, obtemos a seguinte equagao para A 

A = e-«V 2 al . . . 4^ • ■ • a fi |0(/?)>. (279) 
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Portanto, igualando as equagoes ( |277] ) e ( |279| ) vem 

a k a k ■ ■ ■ °i m a fr a P2 ■ ■ ■ a P»l°(#» = e ~ K/2eK/ % m ■ ■ ■ 4i S fc™ • • • S £?i W)>- 
Agora usando a definigao do funcional generalizado, eqs. ( |275| ) e (|276|) , obtemos o 
resultado desejado, ou seja, 

e R/2 F\0((3)} = e K/2 F^\0((3)). 

Observemos que esta equagao e dita ser a generalizagao das equagoes (|258|) e (|259|) 
devido ao fato que, para obtermos esta, nos partimos da equagao ( j277j) que, como 
podemos observar, e a forma mais geral das equagoes fl258| ) e ( ^59| ). 

Usando o formalismo desenvolvido neste capitulo, pretendemos obter os estados 
de vacuo e a Hamiltoniana a temperatura finita para a corda bosonica, assim como 
o operador entropia e a energia livre de Helmholtz. Visando isto, discutiremos no 
proximo capitulo a quantizagao da corda bosonica. 



5.1 Condigoes de Kubo-Martin-Schwinger (KMS) 



As condig5es de KMS possuem uma grande importancia para a mecanica es- 
tatistica no equilfbrio termico. Elas surgem da necessidade de calcularmos um trago 
quando desejamos calcular uma media em um ensemble. Na DCT, as condigoes de 
KMS seguem das condigoes termicas ( |205| ) e ( |206| ). Usaremos tais condigoes para 
calcularmos a media em um ensemble da correlagao de dois operadores arbitrarios. 

W)\A(t)B(t')\0((3)) = W)\A^t)e^B(t')\0((3)) 

= (0((3)\A\t + i(3/2)B(t')W)) 

= W)\B(ty»/ 2 A\t + l (3/2)\0(f3)) 

= (0(P)\B(t')A(t + iP)\0(P)). (280) 

Por simplicidade, omitimos aqui as coordenada espaciais. A importancia desta 
relagao e que em certas situagoes, e interessante termos uma regra para trocar- 
mos as posig5es de dois operadores quando tomamos o valor esperado do produto 
destes no vacuo. 
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6 Vacuo Termico e Axiomas Basicos 



Como vimos anteriormente, para construirmos o estado de vacuo termico |0(/3)) 
precisamos dobrar os graus de liberdade dos operadores, ou seja, para cada operador 
A deve existir urn operador correspondente A. Quaisquer operadores A e A sao 
independentes, isto e, comutam entre si, e alem disso, existe urn mapeamento entre os 
conjuntos de operadores {A} e {A} chamado regras de conjugagdo til. A temperatura 
entra na teoria atraves de condigSes que relacionam a forma na qual A e A' atuam 
no estado de vacuo termico 1 (/?) ) . Esta condigao e chamada de condigao de estado 
termico ou regra de substituigdo til. Uma teoria dinamica de campos termicos para 
teoria quantica de campos (TQC) pode ser melhor constrmda a partir dos seguintes 
axiomas [[J: 

Sejam dois conjuntos de operadores 3 = {^4} eS = {^4}, entao: 
Axioma 1 . A tempos iguais, variaveis dinamicas pertencentes a diferentes sube- 
spagos (4 G 3 e B 6 S) sao independentes, ou seja, comutam: 

[A, B] = 0. (281) 

Axioma 2 . Existe um mapeamento um a um entre dois subespagos ortogonais, 3 
e 3, chamado conjugagao til, que para quaisquer A e B 6 S, Ae B G 3 e Ci,c 2 
numeros complexos, valem as seguintes regras: 

a) (AB) = AB, (282) 

b) (c x A + c 2 B) = c\A + c* 2 B, (283) 

c) Jt = it. (284) 

Axioma 3 . O vacuo termico e invariante sob as regras de conjugagao til: 

W)} = |0(/3)>. (285) 

Axioma 4 ■ TranslagSes espago-temporais de um operador A 6 3 e induzida pelo 
operador energia-momento £ Q da seguinte maneira 

A(x) = e lP ^Ae~ iP ^. (286) 
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Axioma 5 . O vacuo termico e definido pelas seguintes relagoes operatoriais chamadas 
condigoes de estado termico: 

A(t,x)\0{P)) = (rA\t-ip/2,x)\0((3)), (287) 

(0((3)\A(t,x) = (0(f3)\A\t + i{3/2), x)a\ (288) 

onde no caso em que A e uma variavel bosonica, escolhemos a = 1. 
Axioma 6 . Defmiremos a dupla conjugagao til como segue: 

A = a A. (289) 

Existe uma certa liberdade na escolha da defmigao das condig5es de estado 
termico, axioma 5, e dupla conjugagao til, axioma 6, devido a presenga do fator de 
fase a que deve satisfazer somente |cr| = 1. No trabalho de H.Matsumoto, Y.Nakano 
e H.Umezawa 0], sao apresentadas regras gerais para a escolha deste fator de fase 
para operadores de Heisenberg arbitrarios. 

A importancia das regras de conjugagao til, axioma 2, esta no fato de que todas as 
relagoes usuais em TQC, tais como relagoes de comutagao e equagoes de Heisenberg, 
podem ser generalizadas para DCT atraves destas regras (como veremos adiante). 

Podemos observar tambem que a condigao de estado termico define o vacuo 
termico, sendo esta uma das mais importantes relag5es em DCT. Esta relagao mostra 
tambem que sempre existe uma certa combinagao dos operadores A(x) e A^(x) que 
aniquila o vacuo termico. Esta e uma importante caracteristica da DCT que nao 
existe na TQC usual. 

Podemos agora generalizar o axioma 1 usando os axiomas 2 e 4 do seguinte modo. 
Se A(x) G 3 e B(y) G 3, entao eles comutam em todo o espago-tempo: 

[A(x), B{y)\ = 0. (290) 

Se realizarmos uma operagao til-dagger ou dagger-til, podemos verificar a partir 
do axioma 2 que os coeficientes dos operadores permanecem inalterados. Desta 
forma, introduziremos a notagao de dubleto termico como: 

f A, se a = 1 „ 
A a = { ~ 291 
I A* se a = 2. y J 
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Deste modo, qualquer fungao de urn operador A, digamos F(A), pode ser colo- 
cada na forma de dubletos termicos como 



[F(A)] a = P a F(A a ), (292) 
onde P a e o operador de ordenamento termico definido como 



^■■^C^Jklli 1 , (293) 



Como exemplo, estenderemos a equagao de Heisenberg quadridimensional 

id^{x) = [^{x),P tl ] (294) 

para a notagao de dubleto termico como 

td,r(x) = e a [r(x),P^], (295) 

onde e a = l(a = 1) e — l(a = 2) e introduzido para preservar as relag5es de 
comutagao que sao alteradas devido ao ordenamento termico definido em ( |293| ). 
O gerador total de translag5es espago-temporais em DCT e dado por 

4 = £ eQp ; = ^-^> (296) 

a 

e desta forma, a eq. (|295|) pode ser escrita como 

td^ a (x) = [r(x),P»}. (297) 

Podemos verificar que esta construgao esta de acordo com o axioma 2. Por exemplo, 
se fizermos a = 1 na eq. fl297| ), obtemos 

id^(x) = ty(x),P^ (298) 

e seu associado til, de acordo com o axioma 2, e 

id l 3(x) = -$(x),Pp), (299) 
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que e justamente a expressao para a = 2 na eq. ( [297| ) supondo que os campos sejam 
Hermitianos. Caso os campos nao sejam Hermitianos, esta construgao tambem e 



valida, basta tomarmos o Hermitiano conjugado da eq. ( 299 ). 

Dada a Lagrangeana ou a Hamiltoniana de um sistema fisico, podemos obter a 
Lagrangeana ou a Hamiltoniana termicas, respectivamente, da seguinte maneira: 

H = J2t a H a = H -H, L = Y,£ a L a = L-L. (300) 

a a 

O comutador [A(x), B(y)} = C(x,y) pode ser estendido como: 

[A a {x),B a {y)]=r^C\x,y), (301) 

onde 



1 
-1 



(302) 



A condigao de estado termico nos conduz a existencia de um operador que 
aniquila o vacuo termico 

a(/M)|0(/3)> = a(P,t)\0({3)) = (0((3)\a\(3,t) = (0{fl\tf(P,t) = 0. (303) 

Estes operadores de aniquilagao, a(/3, t) e a(/3, t), podem ser construfdos de qualquer 
outro operador, o que expressa a condigao de estado termico. Assumindo que A(t) 
tenha um Hermitiano conjugado A^(t) tal que 

A(t)\0(J3))=#(t-iP/2)W)), (304) 
Ai(t)W)) = A(t-ip/2)\0(P)), (305) 

onde estamos omitindo as variaveis espaciais, pois neste caso somente as variaveis 
temporais tern importancia, estes operadores podem ser construfdos na forma 

a((3, t) = f l/2 {-id t ) [A{t + i(3/2) - A\t)) , (306) 
209, t) = f 1/2 (-id t y (A(t - i/3/2) - A\t)) , (307) 
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onde f 1 ! 2 e urn operador diferencial que sera determinado adiante. Usando a notagao 
de dubleto termico, temos que os operadores termicos estao relacionados com os 
operadores a temperatura nula atraves de uma transformagao de Bogoliubov na 
forma 

a a {(3,t) = U- 1 {-id t ) Q ~ / A\t), (308) 

onde 

U-\u) = /V» [ _ x ^ J . (309) 
Ela esta normalizada como 

U-\uj)TU-\ujy = t, (310) 



onde r esta defmido em (|302|) . Desta condigao de normalizagao, obtemos a seguinte 
expressao para f(u) 

/M = ^rr- ( 311 ) 



Podemos tambem definir a transformagao inversa de (|308|) ataves de uma super- 



posigao nao local no tempo dos operadores que aniquilam o vacuo termico |0(/3)) e 
seu dual (0(/3)| 

A a {t) = U{~id t ) a ^a^{^t). (312) 

Podemos mostrar que os operadores a temperatura nula estao conectados aos 
operadores a temperatura finita na forma canonica como segue 

A^ = e^a(P,t)^e- lG ^\ (313) 

e o vacuo termico pode ser mapeado no vacuo duplicado a temperatura nula na 
forma 

\0((3)} = e- iGW \0,0), (314) 

com o gerador G satisfazendo 

G(J3) = G\/3) = -G{p). (315) 

Este gerador e chamado de operador de Bogoliubov . Podemos ainda obter a eq. ( |180|) 
partindo da eq. ( |314| ) com um G(f3) apropriado. 
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7 Teoria de Corda a Temperatura Finita 



Neste capftulo, construiremos uma teoria de cordas bosonicas a temperatura 
finita usando o formalismo de H. Umezawa e Y. Takahashi desenvolvido no capftulo 
3 para descrevermos uma Dinamica de Campos Termicos. Este formalismo pode ser 
convenientemente aplicado em sistemas descritos por osciladores (um exemplo desta 
aplicagao foi feito na segao 3.1.1). Deste modo, tal construgao sera possivel, uma vez 
que o estado de uma corda, que pode ser completamente representado pelo campo 
X M , pode ser expandido em termos de operadores de criagao a$ e destruigao a%. De 
acordo com a Dinamica de Campos Termicos, a termodinamica deste sistema pode 
ser descrita em um espago de Fock, composto do espago de Fock original da corda e 
de uma copia identica a este (que sera denotada por ~), ou seja, estamos duplicando 
o sistema. Novos graus de liberdade surgirao devido a esta duplicagao. As duas 
copias sao independentes e o espago de Fock total e dado pelo produto direto dos 
espagos de Fock das copias. 

Como ja exposto, para implementarmos esta construgao para o caso de uma 
corda bosonica livre, iremos escrever os operadores de criagao e destruigao da corda 
fisica, cujos quais denotaremos por 

^ = -L< ; 4? = ^-. , (316) 



B» n = -L K ; Bf = -U. , (317) 



onde n > 0. Copias identicas existem para ambos os conjuntos de osciladores do 
sistema, 

K = ^r&k ; A!S = X^U , (318) 

Estes operadores satisfazem duas algebras independentes como segue 

K, A£\ = K, A&\ = S n+m ^ , [B£, = [B£, B£\ = 5 n+m ^\ (320) 
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[Ant Am] — [An, A v m ] — [A%, B^\ — ■ ■ ■ — 0. (321) 

O espago de Fock extendido do sistema total e dado pelo produto direto de dois 
espagos de Fock das cordas 

n = n<^n. (322) 

Denotaremos um estado de H por | )). Os estados de vacuo da corda para cada 
um dos setores podem ser escritos, como: 

|0»a = \°)a ® |0) a = 1°' 0>« e |0»/j = \% ® |0)/3 = 1 0, 0>„. (323) 
Portanto, o vacuo total corda fechada pode ser escrito como: 

|0» = |0» JO)), = (|0> a ® |0> a ) (10), ® loj,) 

= (|0>«®|0> /J )(|0> a ®|'0> /S ), (324) 

onde a ultima equagao e consequencia do fato de que as cordas original e a til sao 
independentes, e tambem mostra explicitamente a duplicagao do estado de cada 
oscilador e a estrutura do estado de vacuo da corda. Ainda, para obtermos o estado 
fundamental, devemos multiplicar ( |323| ) e ( |324j ) respectivamente por \p) e \p) (g) \p). 

Uma vez duplicado o sistema, sua descrigao termica pode ser obtida atuando os 
operadores unitarios de Bogoliubov e G@ em cada um dos setores dos espagos 
fisico e extendido de Hilbert e nos operadores de criagao e destruigao de acordo com 
as regras estabelecidas DCT. Os operadores G sao defmidos como segue 

G a n = -id{fh)(A n -A n -Al-Al) 

Gi = -i9{(3 T )(B n .B n -Bi.Bi), (325) 

onde Pt = jr? e 9 u (Pt) e um parametro real que depende da estatfstica do nth 
modo do oscilador (como mostrado no cap. 3) 

cosh 6 n {f3 T ) = (1 - e PTn Y l . (326) 

No entanto, ^ n (/9r) e o mesmo tanto para o movimento para a esquerda quanto para 
a direita para um dado modo n dos osciladores. O ponto em ( |325| ) representa o 
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produto escalar no espago de Minkowski A n ■ A n = A%A nfJj . Sendo os modos para 
a direita e esquerda independentes, os operadores de Bogoliubov comutam como 
segue: 

= [G n ,G m ] = [G%,G m ] = 0. (327) 

Das definigoes expressas em ( |325| ) para os operadores G, podemos observar que estes 
sao Hermitianos, ou seja, 

(G a J = G a n e (Gj)t = Gj. (328) 
E para n's negativos temos 

Gf n| = -G1 n . (329) 

Uma algebra simples nos fornece as relagoes de comutagao entre os operadores 
G e os osciladores 

[Gn, Aft = -iO n (fr)A!f, [G%, B£] = -i0 n (fir)B*, 

[Gn, Ag] = -iO n (J3r)A£, [G%, B*] = -i0 n (fir)K, 

[Gn, K] = -ie n {p T )A^\ [<%, m = -ieMBtf, 

[Gn, Ag] = -tf»(#rK, [G", B$] = -iBMB*. (330) 

Vamos agora construir o estado de vacuo e operadores de criagao e destruigao 
em T ^ 0. Atuando no vacuo a temperatura nula com o operador de Bogoliubov 
adequado, obtemos estados dependentes explicitamente da temperatura como segue 

Wr)» = II e lGm |0» = II WtU), (331) 

m>0 m>0 

corda aberta e 



wt))) = n e ^ n e * io)), = n Wt)^ n wm), 

m>0 n>0 m>0 n>0 
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para a fechada. Uma vez que os operadores G nao misturam os estados dos modos 
para a direita e esquerda, podemos construir o estado de vacuo para a corda 

fechada a temperatura finita na forma 

|0(/3 T )n» = W T )n))a(&WT)n))p- (333) 

Os operadores de criagao e destruigao em T ^ 0, que aniquilam estes estados de 
vacuo, sao obtidos a partir dos conjuntos de operadores {A, A', A, A<} e {B, , B, B^} 
por transformagao de Bogoliubov como segue: 



A*{fa) = e^A»e-^=u n (p T )AZ-v n (p T )A^, 

A^ T ) = e lG "A»e- lG "=u n (p T )A»-v n ((3 T )A^, (334) 

corda aberta e para o setor de movimento direita da corda fechada. 

Para o setor de movimento esquerda da corda fechada temos 

K(Pt) = e iG "B%e- iG "=u n (j3 T )B%-v n (l3 T )Brt, 

B£(f] T ) = e lG "B»e- lG "=u n (P T W n -v n (P T )A^. (335) 

Estes resultados foram obtidos usando ( |328| ), ( p29| ), ( p27p e ( |330| ). Aqui, 

Un(Pr) = cosh 9 n ((3 T ) , v n ((3 T ) = smb. 9 n (f3 T ). (336) 

Desde que os operadores p, X, p, X comutam com todos os operadores dos os- 
ciladores, eles nao sao afetados pelas transformag5es de Bogoliubov, ou seja, as 
coordenadas de momento e centro de massa sao invariantes por transformag5es de 
Bogoliubov. 



Os operadores a temperatura finita satisfazem a algebra dos osciladores ( |320[ ) e 
( [32 1|) para cada modo, em cada setor e para ambas as copias da corda original, e 
todas estas algebras sao independentes. Sendo assim, os estados de um sistema a 
temperatura finita sao obtidos atuando no vacuo termico os operadores de criagao 
e destruigao a temperatura finita, definidos em ( |331| ) e (|332|) . Os estados obtidos 
desta forma pertencem a um espago de Fock termico. 
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Uma importante questao e se a construgao desta teoria de cordas a temperatura 
finita possui a mesma estrutura da teoria em T = 0, ou se existe algum mapea- 
mento entre elas. Se substituirmos os operadores a temperatura finita na solugao da 
equagao de movimento da corda bosonica, obtemos uma solugao que depende de T 
e mistura as cordas original e a til. Este resultado e uma consequencia da definigao 
dos operadores G que nao afeta a estrutura da folha mundo, mas somente os coefi- 
cientes de Fourier. Podemos mostrar que todas as propriedades da corda bosonica 
a temperatura zero sao satisfeitas. Em particular, podemos construir das solugSes 
da equagao de movimento da corda a temperatura finita, o tensor energia momento 
que possui a mesma forma do tensor para T = 0. Entao, os seguintes operadores 

LniM = \j2 a -k(PT) • a k+m (P T ), iftfir) = \ E/M#r) " ^(W, (337) 

k k 

podem ser construfdos e a algebra de Virasoro pode ser mostrada usando as pro- 
priedades dos operadores de Bogoliubov ( |328| ), (|329| , ( |327| ) e (|330|) . Uma vez que 



estamos trabalhando com duas copias do mesmo sistema, tudo que foi dito acima e 
valido tambem para a corda til. No entanto, nesta teoria de temperatura finita, a 
nogao de corda e corda til sao um pouco diferentes desde que ambas misturam os 
operadores da corda e da corda til como definidos inicialmente em T = 0. Deste 
modo, o simbolo til nos lembra somente que os operadores foram obtidos de uma 
copia do sistema original. 

7.1 A Entropia dos Estados de uma Corda Bosonica Aberta 
com Dependencia das Condigoes de Contorno 



Consideremos uma corda aberta no espago de Minkowisk. Para evitarmos a 
introdugao de fantasmas na teoria, iremos trabalhar no calibre de cone de luz X° ± 
X 25 apresentado no capftulo 2. Neste calibre, o conjunto dos indices correm de 
/i, v — 1,2, •••24. Consideraremos aqui somente as solugoes sujeitas as condigoes 
de contorno de Neumann em ambas as extremidades. Os outros casos podem ser 
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tratados da mesma maneira. Neste caso, escreveremos o operador de Bogoliubov 
definido em ( |325| ) como 

24 

G n = Y, G£. (338) 

Ai=l 

e denotaremos o vacuo termico total do sistema da seguinte forma 

Wt))) = Wt)))\p)\P). (339) 

Uma vez que estamos tratando a corda como um conjunto de osciladores bosonicos, 
o operador entropia para a corda bosonica pode ser escrito, da definigao ( |267| ), como 
segue: 

24 oo 

K = E E ( A n A n log sinh 2 6 n - A*A$ log cosh 2 6 n ) (340) 

fj.=l n=l 
24 oo 

k = EE(*4£ log sinh 2 n -<<t log cosh 2 n ). (341) 

fj.=l n=l 

Como ja foi dito no cap. 3, o vacuo da teoria e invariante sob a operagao til e toda 
a informagao ffsica esta contida no sistema sem til, deste modo, como a entropia 
de um estado e dada pelo valor medio do operador entropia neste estado, iremos 
somente calcula-lo para o operador ( |340| ) . Para realizarmos os calculos, e conveniente 



escrevermos ( |340| ) na forma 

24 

K = J2 K "- ( 342 ) 

A ideia basica destes calculos e primeiramente calcularmos a contribuigao dos 
elementos de matriz do operador entropia para cada diregao do espago-tempo. Como 
resultado obtido da eq. ( |174| ), a entropia da corda representa a soma das entropias 
de todos os osciladores. 

Nosso objetivo e encontrarmos a entropia da corda associada a solugao mais 
geral da equagao de movimento. Neste caso, a entropia e uma fungao do campo que 
descreve a folha mundo e a dependencia com os parametros da folha mundo sao dita- 
dos pelas condigSes de contorno impostas nas equag5es de movimento. Um vetor de 
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estado geral para a corda a temperatura Anita |X m (/?t))) pode ser obtido operando 
com a solugao ( p7|) no estado de vacuo termico ( |339| ), uma vez que quantizando o 
sistema, a solugao (|57|) torna-se um operador que atua no espago de Fock. 

O elemento de matriz ((X tJ, (Pr) \K P \ pode ser ser dividido em duas 
partes, uma contendo somente contribuigSes dos osciladores e outra contendo as 
contribuigSes das coordenadas e momentos do centro de massa (CM) 

n)r 



«X"(#r) \K"\X^(3 T ))) 



CM-2a' J2 ' 

n,k,l>0 



■ COS TIG COS 1(7 [(Tx)^ + (T 2 )^] , 



onde definimos 



UlJnfcZ 



\ 1 '2)nkl 



-/o 



1!! 



J] e- iGm ^ f ^ log sinh 2 4 n e 

-?i>0 s>0 

J] e-^^A^ log cosh 2 ^ [] e 



ir 



m>0 



s>0 



(343) 

o\ (p|g) (p|g) 
6\(p|g> (p\q) (344) 



(345) 



| If) = 4*10). 

Aqui, consideramos a normalizagao usual dos estados de momento em um volume 
V24 no espago transverso 



(p\q) 



2n5 {24 \p-q) 
V 24 . 



(346) 
(347) 



Manipulando algebricamente ( |343| ) , a contribuigao dos osciladores para o elemento 
de matriz do operador entropia toma a forma 

((X^) \K P \ X»((3 T )}) = CM - 2a , (27r) (48) ^5 {24) (p - q)5 {24) (p - q) x 

]T - cos 2 na[log(tanh0 n ) 2 ^ - 8»» £ 8 kk \. (348) 

n>0 72 fc>0 

O termo contendo as CM contem tanto as contribuigoes das coordenadas e mo- 
mentos quanto dos osciladores. Para escrevermos explicitamente a forma desta con- 
tribuigao para o elemento de matriz do operador entropia, devemos dividir ainda 
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este termo em duas partes, uma contendo somente contribuigSes das coordenadas e 
centro de massa e outra dos osciladores. Para o calculo das contribuigSes devido as 
coordenadas e momentos, usaremos as relagoes de completeza dos auto-estados dos 
operadores de momento junto com o elemento de matriz 

(x\p) = {2nh)~ 12 e lx - p/h . (349) 

Para calcularmos a contribuigao do termo devido aos osciladores, podemos expres- 
sar os osciladores em T = em termos dos osciladores em T ^ ou escrever o 
vacuo a temperatura finita em termos do vacuo a temperatura nula. Os dois modos 
conduzem ao mesmo resultado, no entanto, o primeiro nos fornece somente relagSes 
polinomiais entre os operadores de criagao e destruigao a temperatura finita. Usando 
as propriedades dos operadores de Bogoliubov mostradas na segao anterior, pode- 
mos mostrar que as contribuigoes vindas dos termos que misturam os operadores do 
centro de massa com a parte dos osciladores sao canceladas. Os termos diferentes 
de zero sao todos proporcionais a ((0((3 T ) \K P \ 0(/3t))), que representa a entropia de 
um numero infinito de osciladores bosonicos na p'esima diregao do espago-tempo. 
A relagao final obtida para a entropia levando em conta a contribuigao de todos os 
termos e 



((X»(p T )\K<>\X»(p T ))) = 
- (2nh)- 24 [(27ch) 24 (2a'r)Yp' u 5 {24 \ P - p') + 2a'r(I^ + I*?) + Iffi J] H 
x 5^(p - p>) ^ K log < + (1 - <) log(l - Ol - 2a\2^5^5^\p - p') 

m=l 

x <5 (24) (p -p')^2~ cos 2 na 



n>0 



log(tanh^) 2 ^-^^4 fc 

k>0 



(350) 



onde as integrals unidimencionais no dominio fmito x G [xq,xi] sao dadas por 



h = 
h = 



-ih(p - p) 



-1 



ih(p' - p)- 1 \-ihh + xtffaV-*) - x e* Xo(p '- p) 



(351) 
(352) 
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e os estados de momento final e inicial sao denotados, respectivamente, por \p) , \p'), 
e o termo 



n'r 



T) 



A p lAL 



T, 



sinh Q r . 



representa o mimero de excitagoes da corda no vacuo termico. 



(353) 



A equagao ( |350| ) representa o elemento de matriz do operador entropia K p entre 
dois estados gerais, descritos pela equagao de movimento para a corda bosonica com 
condigoes de contorno de Neunmam em ambas as extremidades. Como expressa 
a equagao (|342|) , a entropia total e a soma das entropias em todas as direg5es do 



espago transverse Uma vez que as condigoes de contorno sao impostas nas coorde- 
nadas da folha mundo, podemos obter de modo similar expressoes para as entropias 
das cordas sujeitas as outras condigoes de contorno DD, DN e ND, cujas solugoes 
estao expressas no cap. 2. E importante observarmos que nestes casos nao exis- 
tem operadores associados com as coordenadas e momentos do centro de massa da 
corda, mas sim, vetores de posigao constantes associados com suas extremidades, 
nao havendo, entao, contribuigao destes termos para a entropia. Tais termos que 
misturam as coordenadas das extremidades da corda tornam-se zero pelas mesmas 
razoes do caso NN ja estudado em detalhes. Os termos dos elementos de matriz 
diferentes de zero obtidos para cada um dos novos casos sao 



DD : ((X p {(3 T )\K p \X p {(3 T ))) = 2a'(2it)^5 pv 5^\p-p')5^\p-p') 



sin na 



n>0 



n 



\og(tanh6 n ) 2 5 pu -5 PP J2$ 



kk 



k>0 



E 



sin ra 



r=Z+l/2 



\og(tanh6 r ) 2 5 p » -5 pp J2$kk 



k>0 



cos ra 



r=Z+l/2 



log^anh^V - 5 pp J2 5 kk 

k>0 



(354) 



DN : ((X p (p T )\K p \X p (p T ))) = 2a\2-Kf m) 5 pv 5 {2i \p-p')5^\p-p' 

1 . o 



(355) 



ND : ((X p (f3 T )\K p \X p ((3 T ))) = 2a'(27rY^5 pu 5 (24 \p-p')5 (24 \p-p') 



(356) 



Aqui, Z + l/2 sao mimeros inteiros. As relagoes ( |350| ), (|354|) , (|355|) e ( p56| ) represen- 
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tarn a entropia dos estados associados as solugoes gerais das equagoes de movimento. 
Elas dao a entropia como fungao da folha mundo, no entanto, esta entropia nao pode 
ser pensada como a entropia do vacuo da corda bosonica que e dada como a soma 
em todas as direg5es espagotemporais da entropia dos bosons escalares sem massa 
e nao dependem da condigSes de contorno. 

7.2 Corda Bosonica Fechada no Grupo SU(1,1) Termico 

Nesta segao, sera obtida uma expressao para a entropia da corda fechada de um 
modo um pouco diferente do usado para obtermos a expressao para a entropia da 
corda aberta na segao anterior. Aqui, consideraremos a construgao desenvolvida em 
@, 0], na qual podemos obter um gerador geral para as transformagoes de Bogo- 
liubov, partindo de uma combinagao linear de tres geradores individuals que sa- 
tisfazem independentemente as condigoes necessarias para gerar uma transformagao 
de Bogoliubov. 

Para termos uma teoria de cordas a temperatura finita, temos que inicialmente 
gerar um vacuo termico que, como sabemos, pode ser obtido do vacuo dobrado 
fl324Q partindo de qualquer transformagao que misture os operadores Atf para 
os modos direitos, e B%, para os modos esquerdos, e cujos geradores comutam 
com a Hamiltoniana total 

oo 

H = H-H = Yl n (4 • A n + Bl ■ B n - A\ ■ A n - B\ ■ B n ) . (357) 

n>0 

Alem de satisfazer estas condigoes, tais transformagoes devem ter a forma geral 
das transformagoes de Bogoliubov, que fixam a forma dos geradores pelas seguintes 
relagoes 




(358) 
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onde B e uma matriz de transformagao 2x2 complexa e unitaria 



B 



u v 
V* u* 



\u\ 



(359) 



e G e o gerador da transformagao conhecido como operador de Bogoliubov (ja citado 
no cap.l). Segundo [|J os operadores que satisfazem as condig5es (|358|) e ( |359|) 
possuem a seguinte forma 



9i k 
9t 



9t 



e lk (A k -A k + Al- A\j , 
i9 2n (A k ■ A k - A\ • 4) , 
9 3n (A{-A k + AlA k + l 



9i k = 

9 k ~- 

93 k 



bI-bL, 



B k ■ B k 
i02 k (B M ■ B k - Bt ■ B\ 



9 3k {Bt-B. 



k i 



5^.^ + 1 (360) 



onde os supra-mdices a e f3 referem-se, respectivamente, aos modos dos movimentos 
para a direita e para a esquerda e 6 e urn parametro real que depende da temperatura 
e foi convenientemente inclmdo nos operadores. Estes operadores satisfazem as 
seguintes relagoes de comutagao: 



a, /3 a, /3 

9i k ' 92 k 



a 
123^3 



a,/3 



k ' 



a, /3 a,f3 

9i k >93 k 



a,(3 



a, 
2U9l k 



a,/3 a,/3 

93 k i9i k 



a, [3 
31292? ■ 

(361) 



Podemos observar destas relagoes de comutagao que os geradores ( |360|) satisfazem 
a algebra SU(1, 1) para a qual defmimos 



e 



ijk 



'i k "] k 



(362) 



Como ja foi dito no imcio desta segao, podemos escrever um gerador geral como uma 
combinagao linear dos geradores independentes escritos em (|360|) em uma forma 
compacta como segue 



(363) 



com os geradores das transformagoes de Bogoliubov para os modos dos osciladores 
direitos e esquerdos da corda dados respectivamente por 



k 



\ lk A{ ■ A\ - X 2k A k ■ A k + A 3fc (4 " A k + A\ ■ A k + l) , (364) 
\ lk Bl ■ B\ - \ 2k B k ■ B k + A 3fc (B\ ■ B k + B\ -B k + l) (365) 



8n 



onde os coeficientes A representam uma combinagao linear complexa dos parametros 
9 que estao relacionados a distribuigao de Bose-Einstein, como segue 

K = d lk -i6 2k , \ 2k = -K k , h k =0- ik . (366) 

Desta forma, o operador fl363j ) gera as transformagoes termicas e a dependencia com 
a temperatura esta contida em A. 

Existe uma certa liberdade na escolha do parametro 8, e podemos usar esta 
liberdade para fixarmos o tipo de transformagao. Existem duas condig5es as quais 
uma transformagao termica deve satisfazer: i) unitariedade e ii) e invariancia sob 
conjugagao til de operadores arbitrarios como segue 

(AB) = AB , oA = a* A, (367) 

onde a e um mimero complexo e * representa uma conjugagao complexa. A in- 
variancia sob conjugagao til garante a invariancia do vacuo sob a mesma operagao. 
No entanto, o uso do grupo SU (1, 1) termico implica na escolha de somente um tipo 
de transformagao. A unitariedade e a invariancia por conjugagao til nem sempre 
sao simultaneamente compativeis 0, 0, sendo que, em geral, esta compatibilidade 
reduz esta teoria a DCT de um unico gerador (cap. 3), pois somente o gerador g 2 e 
selecionado. Aqui, consideraremos que a condigao de unitariedade e a mais natural 
para o nosso sistema, sendo a outra escolha comentada na conclusao. 



7.3 Vacuo e Operadores Termicos para a Corda Fechada 



vacuo termico a temperatura finita pode ser obtido atraves da transformagao 



|0(*)» 



AG 



|o» 



(368) 



onde, neste caso, Geo operador geral de Bogoliubov escrito em (|363|) e o vacuo 
termico |0)) e dado por (|324|). Como os termos dos modos para a direita e para a 
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esquerda comutam entre si, existem duas contribuigoes distintas dos setores direito 
(a) e esquerdo {(5). Uma vez que os termos que compoem os geradores G k e G k 
satisfazem a algebra SU (1,1), fazendo uso do Teorema do "Desentrelagamento" 



22| , |23| , podemos escrever o vacuo termico da seguinte forma 

|0 (6))) a = JJe^^l^De^C^K-^+^-^+Oe^C^-^) | )) q ; ( 369 ) 
k 

para o qual os coeficientes dos varios geradores sao dados pelas seguintes relagoes 
-A ife sinh (iA k ) A 2fe sinh (iA k ) 

1 lfc - 1 1 / * A \ i A • 1 /-A m *2 



A fc cosh (iA fe ) + A 3fc sinh (iA k ) k A k cosh (iA k ) + A 3fc sinh (iA fe ) 

(370) 

Y — ^ (371) 

3fc A fc cosh (iAfc) + A 3fc sinh («A fc ) ' 



c 

,2 _ /\2 



A* = (Xi + A lfc A 2fc j . (372) 

Uma vez que os operadores e A k aniquilam o vacuo do modo direito a tempe- 
ratura nula, expandindo as exponenciais dos operadores na expressao ( |369| ), encon- 
tramos que somente um termo contribui para o vacuo termico, ou seja, 

\O(0))) a = I[r 3k e r ^ A l<) |0» a . (373) 

k 

O vacuo termico dos modos do movimento para a esquerda (|0(6'))) /3 ) podem ser 
obtidos da mesma forma. O vacuo total a temperatura finita e dado pelo produto 
direto dos vacuos termicos a e (3. A expressao obtida desta operagao e 

\0(6))) a = n(r 3 J 2 ' r ^e ri '=(^^)e ri '=(^-^) |0)) . (374) 

k 

Os operadores sao mapeados na temperatura finita pelos correspondentes geradores 
de Bogoliubov como segue 



Aj£(e) = e- iG tA^ G t, Al{Q) = e~^Ale^, 

B%(6) = e~<Ble< B% (9) = e~< B%e< . (375) 
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Usando as propriedades dos operadores G descritas no cap. 3, podemos obter das 
expressoes acima relagoes semelhantes para os operadores de criagao. Pode ser 
mostrado que estes operadores termicos satisfazem as mesmas relag5es de comutagao 
dos operadores a temperatura nula. Podemos ainda escrever este mapeamento em 
termos dos dubletos termicos 0, [7J, como segue 

AiH0)) =Bk \A«)' <376) 

onde a matriz de transformagao que atua nos dubletos a temperatura nula e 
escrita na forma 

B k = cosh(zA fc )J+ ,.),' [ ." k .l k (377) 

(«A fc ) y i\ 2k -i\ 3k , J 

onde X e uma matriz identidade. Devemos novamente salientar que o sistema a tem- 
peratura finita satisfaz todas as propriedades do sistema a temperatura nula, pois 
os operadores termicos satisfazem as mesmas relagoes de comutagao dos operadores 
em T = 0. Deste modo, podemos construir solugoes com condigoes de contorno 
periodicas para uma equagao de movimento a temperatura finita somente trocando 
os osciladores em T = pelos seus correspondentes em T ^ 0, uma vez que as 
coordenadas de posigao e momento do centro de massa sao invariantes por trans- 
formagSes de Bogoliubov. Desta equagao de movimento podemos tambem construir 
um tensor de energia-momento que possui a mesma forma que o tensor a tempe- 
ratura nula e que nos conduzem aos seguintes geradores da algebra de Virasoro 

L a m (*) = | E «-* W a ^m (0) , Li(6) = W (6) (3 k+m (6) . (378) 
/ kez z kez 

Isto nos garante que realmente estamos trabalhando com cordas fechadas a tempe- 
ratura finita || |I^fl . Portanto, temos agora todos os componentes necessarios para 
uma descrigao termica da corda fechada. 
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7.4 Operador Entropia para a Corda Fechada 

No cap. 3, descrevemos urn operador cujo o valor esperado no vacuo termico, multi- 
plicado pela constante de Boltzmann, recebe o nome de operador de entropia para 
urn campo bosonico na aproximagao de Stirling, quando o sistema esta em equilfbrio, 
a saber: 



1 D 



«0 (9) | K |0 (9))) = £[(! + n k ) log (1 + n k ) - n k log (n k )} 



(379) 



onde n k e a densidade de numero de partfculas e ks a constante de Boltzmann. 
Definiremos para a nossa construgao o operador entropia para a corda bosonica 
fechada como sendo 

K = K a + K 13 , (380) 

onde as entropias dos modos de movimento para a direita e para a esquerda sao 
dadas, respectivamente, pelas seguintes relagoes 



K a 



E 

k L 



A\ ■ A k lo 



/ ^[g^^smh 2 (iA fc ) 



A 2 * 



A fc -4log fl + .g^^sinh 2 (iAjs 



E 



si -s* tog f^ 2fc - 



sinh 2 (iA fc )) - 5, ■ Sj log + sinh 2 (zA fc ) J 



A escolha desta forma para o operador entropia se encontra no fato de podermos 
reproduzir a entropia apresentada em |12| para o caso de existir uma linica trans- 
formagao gerada por g 2k , isto e, quando 9\ k = 9% K = 0. Tal escolha tambem nos 
fornece o operador defmido em [0] quando g — 1. Portanto, realizando a media 
do operador fl380|) no vacuo termico e multiplicando o resultado pela constante de 
Boltzmann, obtemos a entropia para a corda bosonica fechada, ou seja, 



S 



k B ((Q(P)\ K |0 (/?)» 



E 

k 



[1 + n k ) log (1 + n k ) - n k log (n k ) - - log (1 + n k ) 



(381) 
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onde 



n k = g 



sinh 2 (iAjf 



(382) 



g = ((0\A k .A{ + B k .Bt |0» . 



(383) 



O operador entropia corda bosonica fechada foi construido como a soma das 

entropias dos modos dos movimentos esquerda e para a direita, tratados 

como dois subsistemas independentes do sistema total (corda bosonica fechada), ou 
seja, usamos a propriedade de extensividade do operador entropia. Uma observagao 
importante e que a entropia do sistema, eg. ( |381| ), vai a zero quando o sistema esta 
em equilibrio, isto e, tomando a expressao para n k , eq. (|272|) , 



1 



(384) 



e tomando o limite T 
satisfeita JT5|| . 



0. Isto garante que a terceira lei da termodinamica e 



8 Conclusao 

Inicialmente, descrevemos a agao de uma particula classica puntual relativfstica, 
a qual, vimos ter uma interpretagao geometrica: e proporcional ao comprimento 
da trajetoria (linha mundo) desta particula no espago-tempo no qual esta imersa. 
Generalizamos entao este conceito para obtermos uma expressao para a agao de um 
objeto matematico extenso e unidimensional (corda bosonica classica), ou seja, neste 
caso, a agao e proporcional delimitada pela trajetoria da corda no espago- 

tempo .D- dimensional. Esta superficie e chamada de folha mundo e e parametrizada 
por dois parametros: r (tipo tempo) e a (tipo espago). Devido a presenga de uma 
raiz quadrada nesta agao, foi necessario escrevermos uma outra classicamente equi- 
valente, e que possui claramente invariancia por reparametrizagao local e reescalo- 
namento conforme da metrica ( Weyl) , e uma outra invariancia que reflete a simetria 
global do espago-tempo (Lorentz ou Poincare), no qual a corda esta se propagando. 
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Do fato da agao ser uma invariante de Weyl, o tensor energia-momento possui trago 
nulo. Uma outra propriedade deste tensor, que nos conduz a vmculos na teoria que 
podem ser implementados somente no nivel classico, e T a b = 0. Nas coordenadas de 

cone de luz, estes vmculos tomam a forma T ++ = T = 0, e suas componentes de 

Fourier nos conduzem a uma algebra de Virasoro que nao e valida quanticamente, 
devido a problemas de ordenamento normal dos operadores. 

Classicamente, a teoria de cordas livre pode ser formulada consistentemente em 
qualquer dimensao espago-temporal, mas quando quantizamos, o espectro e livre de 
fantasmas somente para D < 26 e para a = 1, onde a e uma constante que surge 
devido ao ordenamento normal do produto dos operadores de criagao e aniquilagao. 
A quantizagao canonica foi realizada em termos dos campos X^{r, a), somente com 
restrigoes fisicas no espago de Fock, originadas dos vmculos sobre o tensor energia- 
momento que dao origem a graus de liberdade nao fisicos (fantasmas). Vimos 
tambem que surgem anomalias na algebra de Virasoro devido ao produto normal- 
mente ordenado dos operadores de criagao e aniquilagao. Esta anomalia desaparece 
para determinados valores crfticos de D e a como ja foi dito. Vimos tambem que 
a quantizagao no calibre do cone de luz apresenta a vantagem de ser livre de fan- 
tasmas, embora nao seja manifestamente covariante. A escolha deste calibre nao 
manifestamente covariante nos permite resolver as equagoes de vinculo de Virasoro 
e descrever a teoria em um espago de Fock que descreve somente graus de liberdade 
fisicos. Neste calibre vimos tambem a necessidade de escolhermos D — 26 e a — 1. 

A corda fechada e descrita dobrando os graus de liberdade da corda aberta. Os 
modos para a direita ou para a esquerda sao descritos matematicamente da mesma 
forma que a corda aberta, e seu estado e dado pelo produto direto do estado que 
representa o modo para a direita e do que representa o modo para a esquerda. Os 
dois modos sao independentes, exceto para uma unica relagao, Lq = Lq. A corda 
fechada possui como importancia particular, o fato do seu espectro confer gravitons 
sem massa. 

No capitulo 3, mostramos como a media em um ensemble estatistico, que e dado 
por uma operagao de trago, pode ser trocado por uma media em mecanica quantica. 
Este e o principio fundamental na contrugao de uma Dinamica de Campos Termicos, 
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que consiste basicamente em determinarmos um vacuo a temperatura finita que 
possa ser mapeado em um outro a temperatura nula atraves de uma transformagao 
de Bogoliubov. Nesta construgao houve necessidade de dobrarmos os graus de liber- 
dade do sistema, atraves da introdugao de um sistema ficticio, que como vimos, 
possui todas as propriedades do sistema fisico real. Um espago de Fock termico 
pode ser construido a partir de aplicagSes dos operadores de criagao e destruigao 
termicos, cujos quais sao obtidos por transformagSes de Bogoliubov dos operadores 
em T = 0, no vacuo termico. Verificamos a validade desta construgao por aplicagao 
em um campo de Schrodinger, da qual obtivemos grandezas termodinamicas tais 
como entropia, energia livre de Helmholtz e tambem a distribuigao estatistica de 
Bose-Einstein. Em seguida, apresentamos regras gerais para a generalizagao de tal 
formalismo para uma teoria quantica de campos arbitraria. 

Aplicamos os conceitos apresentados no capitulos 2 e 3 para construirmos a corda 
bosonica termica no capftulo 4. De acordo com a dinamica de campos termicos, 
primeiramente duplicamos o sistema, e a copia identica que deve ser denotada por 
til, deve ser idependente do sistema original e nao pode representar um sistema 
fisico. O espago de Hilbert do sistema total e dado pelo produto direto dos dois 
espagos de Hilbert (H e H), e os operadores das duas cordas comutam entre si. 
Duplicando o sistema, surgem novos graus de liberdade, nos quais sao atribufdas as 
propriedades termicas da corda, que podem ser implementados no espago de Hilbert 
atraves das transformagSes termicas de Bogoliubov que leva o vacuo da corda em um 
vacuo termico defmido por (|174|) . Como vimos, existem diversas formas de fazer tal 
mapeamento j|, |7] usando operadores que geram um grupo termico SU(1, 1), mas 
se exigirmos que esta transformagao seja unitaria e invariante por transformagao 
til, iremos selecionar somente um operador neste caso. Os operadores de criagao 
e destruigao, equagoes (|334j) e ( |335|) , formam um conjunto de osciladores termicos, 
uma vez que estes satisfazem as mesmas relagoes de comutagao dos operadores em 
T = 0. Uma vez que as coordenadas e momentos do centro de massa sao invariantes 
por transformagoes de Bogoliubov, podemos construir a solugao X^(/3t) em T ^ 
trocando os operadores em (|57D pelos correspondentes em T ^ 0. Do mesmo modo, 
construfmos os geradores da algebra de Virasoro em termos dos osciladores termicos 
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e mostramos que a simetria conforme da solugao e preservada. Consequentemente, 
as transfomagoes de Bogoliubov mapeiam as duas copias da corda em duas copias 
da corda termica. No entanto, a interpretagao de corda e corda til desaparece em 
T / 0, uma vez que os operadores de Bogoliubov misturam as duas copias da corda. 
O vacuo termico tambem e invariante sob operagao til. Podemos dizer que uma 
excitagao da corda termica, sendo uma mistura de excitagSes em T = da corda 
e da corda til, carregam graus de liberdade termicos junto com os graus de liber- 
dade dinamicos. Apos introduzida a temperatura na corda bosonica, calculamos a 
entropia da corda em estados que dependem explicitamente das condigoes de con- 
torno. Para isto, partimos das solugoes mais gerais das equagoes de movimento, para 
cada uma das possibilidades de condigoes de contorno e calculamos o valor esperado 
do operador entropia nos estados correspondentes a cada uma delas. As relagSes 
importantes sao fl350|) , ( 354j) , fl355|) e ( p56| ) . Estes elementos de matriz podem ser 
usados para calcularmos a entropia de varios estados de corda aberta com difer- 
entes condig5es de contorno. Devemos observar que somente a estropia do estado 
correspondente as condigSes de contorno de Neumann em ambas as extremidades 
depende de fi. No limite semiclassico, h — > 0, a contribuigao dos momentos tornam- 
se irrelevantes. O termo que domina e o mesmo que domina no limite da tensao 
indo para o infinito, a — > 0, e neste entropia dos estados correspondentes 

as outras condigoes de contorno, ( |354| ), ( |355|) e ( |356| ) sao nulas. Para finalizar, anal- 
isamos o grupo termico SU (1,1) formado por todos os possfveis geradores unitarios 
de Bogoliubov no caso da corda bosonica fechada. A razao desta analise e que 
constrmmos a corda fechada termica no contexto da DCT onde o grupo SU(1, 1) 
represent a a estrura mais geral das transformag5es de Bogoliubov. Escolhendo um 
determinado tipo de parametro r as transformagoes de Bogoliubov podem ser fix- 
adas como sendo unitarias ou nao unitarias. Escolhemos as transformag5es unitarias 
para preservarmos a estrutura do espago de Hilbert a temperatura zero e a inter- 
pretagao usual da mecanica quantica. No entanto, com esta escolha, a invariancia 
til do vacuo termico nao e preservada e isto nao e uma caracteristica desejavel na 
DCT. A solugao e construir o vacuo termico como um produto direto entre o vacuo 
termico original, obtido atraves das transformagoes de Bogoliubov e o conjugado sob 
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operagao til. Se exigirmos que a transformagao geral de Bogoliubov seja unitaria 
e preserve a invariancia til do vacuo, dois geradores do grupo SU(1, 1) serao elim- 
inados. Deste modo, podemos concluir que a menos que o vacuo termico seja um 
produto do vacuo termico original e do conjugado til, nao existe um grupo termico 
SU(1, 1) compativel com a unitariedade da mecanica quantica e a invariancia til da 
DCT. 



A Mapeamento do Vacuo 



Desejamos mostrar que o mapeamento do vacuo, em T = 0, no vacuo termico, 
em T^O, definido por 

10(0)) = e-* G |0», 

onde G = G' — —i9(f3)(aa — a* a') o gerador das transformagSes de Bogoliubov, nos 
conduz a equagao 

|0(/3)) = M (/?)- 1 exp(^§atat)|0)) 



exp(tanhfl(/3)a T a r )|0)) 



cosh 6 '(/?) 

com u{(3) e v((3) dados pela equagoes (|189|) e ( |190| ) respectivamente. 
Das duas equagoes anteriores, podemos escrever 

\0((3)) = e -0(/3)(aa-atat)| O ^ 

= e ^ A+s >|0», 

onde definimos r = 9(/3), A = —aa, B = a'a\ Para escrevermos a exponencial da 
soma como um produto de exponenciais, definiremos 

onde k e um operador. Derivando E(t) em relagao a r obtemos 

d _l = (e - a (r)fl Bea (r)fl )(l _ + ( e -*(r)B Ae * { r)B )K _ ^ll KA . ( 385 ) 

ar ar ar 



97 



Seja 

f g [f) = e -^) B e e a{r)B 

= e + ^[B,9] + ^[B,[B,9}}-^[B,[B,[B,e}}} + .... (386) 

entao 

f B ( T ) = e -*(r)B Be *(T)B = B) (ggy) 
portanto, a expressao (|385|) fica 



^ = 5(1 - ^})« + {e-^ B Ae^ B )n - ^kA. (388) 
ctr dr dr 

Supondo que k seja uma exponencial, ou seja, 

k = e^ T)c , (389) 

onde C = [A, B], teremos 

^ = dgr) Ce mo_ (390) 
dr dr 

As equagoes ( |388| ),( |389|) e (|390|) levam a 



dr \ dr J dr 

d _m C = ( B{1 _ Wri) + e -^B Ae a ( r )B \ _ djp^C^W (3gl) 

ctr V dr / ar 



e pela expressao ( |311|) teremos que 



e -a(r)B Aea (r)B = A - -^[5, A] + ^ [B, [5, A]] - ^[B , [B , [B, A}]] + .... (392) 



e mc Ae -P(r)c = A + £_ [CjA] + F [Ci [C , A}} + £[C, [C, [C, A]}} + .... (393) 

Agora, verificaremos que os operadores A, B, e C = [A, B] formam uma algebra 
fechada 

[A, B] = [-da, aV] = -aa) - a ] a = C, (394) 
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[B, C] = [aa f + a f a, a) a)} = 2aV = 2B, (395) 

[A, C] = [aa, aa) + a) a] = 2aa = -2A. (396) 

Podemos ainda ver, destes tres ultimos comutadores, que os operadores A, B, e C 
satisfazem a identidade de Jacobi, ou seja 

[[A,B],C] + [[B,C],A] + [[C,A],B] = 0. 



Calculando explicitamente os comutadores que aparecem na expressao ( |392| ) 

[B,A] = -C, 

[B,[B,A)) = -2B, 
[B,[B,[B,A]]]=0, 



e os demais termos tambem sao nulos, logo a equagao ( |392| ) flea 

e -a(r)B A( ,a(r)B = A + a( J _ ^ £ 

Para a equagao ( |393j ) obtemos 

[C,A] = XA, 
[C, [C,A}] = X[C,A}=2 2 A, 
[C, [C, [C,A]]] = [C,X 2 A]=2 3 A, 
e desta forma, o e-nezimo termo sera 

[C, [C,...,[C,A}...]]=2 n A 



entao 



A 2P . (2p) 2 . (2p 3 
A + —-A + ^—^—A + ^-f- 
1! 2! 3! 

e 2 ^A 



A + 



Substituindo os resultados ( |397| ) e ( |398| ) na expressao ( |391D , teremos 



(397) 



(398) 



d -^C = (1 - ^1)B + (A + a(r)C - « 2 (r)5) - ^ e^U (399) 



99 



ou ainda 



(1 



dy(r) 



e 2/3 ^)A+(l 



da{r) 



a 2 (r))B + (a(r) 



df3{r) 



)C = 0. (400) 



(It (It (It 

Como cada operador nao pode ser escrito como uma combinagao linear dos dois 
outros, para que (|400|) se verifique deveremos ter que 



1 - ttj^e^ = 0, 
dr 



da(r) 



dr 



a(T - 



-a 2 {r) = 0, 
dP(r) n 



dr 



Integrando a equagao ( |402[ ) obtemos 



Q ( T ) da(r) 



a*[T) 



(401) 

(402) 
(403) 

(404) 



Resolvendo esta integral resulta 

*( T ) da'(r) 



T 



| In 



l-a' 2 (r) 



a (t)+1 



a (r)-l 

arctanh a'fr 



a(r) 

o 

a(r) 




para |a(r)| > 1; 
para |a(r)| < 1. 



Agora, vamos analisar cada um dos dois casos. Primeiramente analisaremos o caso 
para o qual \a(r)\ > 1 



l(t) da(r) 



desta ultima equagao resulta 



a' 2 (r) 



ai(r) + T 



In 



'ax{r) + 1' 



(405) 



\ai(r) - 1 
que, resolvendo para ai(r) obtemos 



(406) 



oti(r) 



1 + e 
1 -e 



2r 



2r 



e r + e T cosh r 
e r — e~ T sinh r 



cothr 



(407) 
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da equagao ( |403| ) e deste ultimo resultado temos 

/3 1 (t) = f T ax{r')dT = f cothr 'dr (408) 
Jo Jo 

cujo resultado diverge para /3i — > — oo quando r — > oo. Portando, este primeiro 
caso, nao nos leva a uma solugao satisfatoria para 

e r(A+B) = e a(T)B e P(T)C e -y(r)A^ ^qqN 

Assim, assumiremos a outra hipotese, ou seja, |a 2 (T)| < 1 • Desta forma, a equagao 
( jjp flea 

r = / i ^TT = arctgha 2 r 410 

Jo 1 — a 2 {T) 

que resolvendo para o^t) obtemos 

/3 2 ( T ) = Ttanh r'rfr (411) 



/3 2 (t) = In cosh r. (412) 
Substituindo este resultado na equagao ( |401|) obtemos 



e -2/3 2 (r) 



6^2 (^) 

dr 

d l2{r) = e _21 nc0 shr 

d^2 ( r ) = cosh -2 rc/r 
7 2 (r) = tanhr. (413) 

Portanto 

|0(/9(t))> = e< A+B ^)) 

= e a ^ B e^ c e^ A \0)) 

gtanh TO^a^ g— In cosh r(aat+ata)g— tanh raa I q\\ 

= e tanhe(/3)atat e -lncoshe(/3)(^t +a t a) ^ _ ^ + i_( tanhrSa )2 _ ____|q^ 
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e tanhe(/3)a t a t e lncosh6»(/3)(l+a t a+a t a) |g^ 

g tanh at at fi - In cosh (/?) g - In cosh (/?) a t a g - In cosh 0(/3)at a I g\\ 

e tanh ^ at3t (cosh0(/3))- 1 |O)) 

exptaahe(0)a^\O)) (414) 



cosh 6 <(/3) 
como queriamos demostrar. 
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